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به شدت جدی  و  رکنه که امتحان نهایی  امسال امتحان نهایی شما به خاطر بحث تأثیر معدل توی کنکور اهمیت بسیار زیادی پیدا کرده و عقل سلیم حکم می

 بندی به چه صورتی هست، ببینید:  ، بارم 3ماه و برای درس هندسه  خرداد  قبل از هر چیز لازمه که بدونیم توی نوبت    بگیرین.

 
های کتاب رو جدی بگیرین تا بتونین بهترین  شه که همه فصلتره ولی بهتون توصیه می ها بیش از بقیه فصلسوم ای فصل بینید، ارزش نمره طور که می همون

 نتیجه ممکن رو کسب کنید.  

قط قبل از ورود به این قسمت لازمه که این نکته هایی که احتمال مطرح شدن اونا زیاده رو بررسی کنیم. فهای کتاب و سؤال حالا بریم که یه ذره ریزتر فصل

های کتاب به شدت مسلط بشید چرا که سوابق امتحان نهایی توی  تر روی تمرین ها و از همه مهم کلاس   در  ها، کارمهم رو بهتون بگم که سعی کنید روی مثال 

ها حتی بدون تغییر عدد توی  های این قسمتتحانی باشن )گاهاً سؤال های امتونن منبع اصلی طرح سؤال ها میهای گذشته ثابت کرده که این قسمتسال 

 امتحان اومدن(. 

 ها را بلد باشید.  های آنهای خاص )ماتریس قطری، ماتریس همانی و ...( و ویژگی ( ماتریس 1

 های آن را مشخص کنیم. به ما بدهند و از ما بخواهند که درایه  jو    iای و برحسب  صورت ضابطه ( ممکن است رابطه یک ماتریس را به2

 های ماتریس را اثبات کنیم. صورت است که از ما بخواهند که یکی از ویژگیتواند مطرح شود به این ( نوع دیگری از سؤال که می3

و از  گویند که این دو ماتریس باهم برابرند  دهند و به ما میصورت که دو ماتریس را به ما میهاست به این( مدل دیگری از سؤالات مربوط به تساوی ماتریس 4

 دست بیاوریم.  خواهند که مقادیر مجهول را به ما می 

 ( تیپ دیگری که احتمال مطرح شدن آن زیاد است، سؤالی درباره جمع، تفریق و یا ضرب دو ماتریس است.  5

 دست آوردن دترمینان ماتریس هم یکی دیگر از پرتکرارترین سؤالات امتحان نهایی است.  ( به6

صورت است که دستگاه دو  شود، تیپ اول به این( حل دستگاه دو معادله و دو مجهول هم تقریباً هر سال پای ثابت سؤالات است که شامل دو تیپ سؤال می7

خواهند که صورت است که از ما می دست آوریم و تیپ دوم هم به اینرا به  yو    xخواهند که مقادیر مجهول  و از ما می   دهندمعادله و دو مجهول را به ما می 

 فرد داشته باشد و ... که دستگاه جواب منحصربها این دست بیاوریم که دستگاه جواب نداشته باشد ی( را طوری بهmمقدار مجهول )مثلاً  

 نادرست مطرح شود.    –تواند سؤالات جای خالی و یا درست  ( در رابطه با سطح مقطع ناشی از برخورد یک صفحه با رویه مخروطی، می1

 های درس اول است که احتمال طرح سؤال از آن زیاد است.  ترین بخشها هم از مهم( قسمت مکان هندسی و اشتراک مکان هندسی 2

 توان مطرح کرد:  ( از درس دایره چند مدل سؤال را می3

 شرط دایره بودن یک معادله  •

 ن دایره را بنویسیم. خواهند که معادله آدهند و از ما می اطلاعاتی از یک دایره را به ما می  •

 وضعیت نسبی خط و دایره  •

 ت نسبی نقطه و دایره وضعی •

 وضعیت نسبی دو دایره  •

3هندسه 

نمره4(ماتریس و کاربردها)فصل اول 

ا آشنایی با مقاطع مخروطی ت)فصل دوم 
نمره3(46صفحه 

آشنایی با مقاطع مخروطی از )فصل دوم 
نمره5(به بعد46صفحه 

نمره8( بردارها)فصل سوم 
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 صورت زیر باشد: تواند به های طرح سؤالی می با بیضی نیز مدل ( در رابطه  4

 دست بیاوریم.  خواهند که پارامترهای مختلف آن را بهدهند و از ما می اطلاعاتی درباره بیضی به ما می  •

 ها را براتون حل کردیم. های مهم اون ها بحث کردیم و سؤال طور مفصل در درسنامه درباره آن ئل اثباتی بیضی که بهمسا •

 ( از درس سهمی هم سؤال خیزترین موارد عبارتند از: 5

 دست بیاوریم.  و ... را به  ادیه  خواهند که مواردی مانند کانون سهمی، رأس سهمی، معادله خط دهند و از ما می معادله یک سهمی را به ما می  •

 خاصیت بازتابندگی سهمی  •

خواهند که معادله آن را بنویسیم در این نوع از سؤالات، برای نوشتن معادله سهمی ابتدا باید  دهند و از ما میاطلاعاتی درباره سهمی به ما می  •

 یل دهیم. تشخیص دهیم که سهمی از چه نوعی است )افقی یا قائم( و سپس معادله آن را تشک

که آن نقطه در کدام ناحیه قرار  دست بیاوریم. )و یا اینخواهند که مختصات آن نقطه را بهدهند و از ما می( اطلاعاتی درباره یک نقطه در فضا را به ما می1

 دارد( 

 دست بیاوریم.  خط و ... را بهخط، مختصات وسط پاره طول پاره   خواهند که مواردی ماننددهند و از ما می ( مختصات دو نقطه را در فضا به ما می2

 دست بیاوریم.  خواهند که مختصات یک رأس خاص و یا یک یال خاص را به دهند )معمولاً مکعب مستطیل( و از ما می( شکل را به ما می 3

 پرسند.  ها سؤالاتی را میها، زاویه بین دو بردار، ضرب داخلی و یا ضرب خارجی آندهند و از ما درباره جمع یا تفریق آن ( چند بردار را به ما می 4

 های ضرب داخلی و یا ضرب خارجی بردارها را اثبات کنیم. خواهند که یکی از ویژگی( در بعضی از موارد از ما می5

 های مهم این بخش، پیدا کردن تصویر یک بردار روی بردار دیگر است.  ز تیپ سؤال ( یکی دیگر ا6

های فصل سوم است که تقریباً هر ساله  ترین بخشالسطح نیز از مهمدست آوردن حجم توازی الاضلاع و یا بهدست آوردن مساحت مثلث، مساحت متوازی ( به7

 جزء کاندیدهای طرح سؤال هستن. 

 هایی است که احتمال طرح سؤال از آن بسیار زیاد است.  صفحه بودن سه بردار هم جزء قسمت ( و نهایتاً شرط هم8

 هایی که دادی رو چک کن تا یه وقت خدای نکرده جایی اشتباه نکرده باشی. یه بار دیگه جواب   احتم  انامه امتحانی، حتمقبل از تحویل پاسخ •

صورت کامل  های تستی استفاده نکن و سعی کن پاسخ تشریحی رو به های سریع و اصطلاحاً روش ها به هیچ عنوان از روش ای جواب دادن به سؤال بر •

 ها استفاده کنی( تونی از این روش دست آوردی رو چک کنی که درسته یا نه! اگه راه بده میخوای جوابی که بهبنویسی )البته وقتی که می

 ن که هیچ سؤالی رو بدون جواب نذاری. سعی ک •
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 درست یا نادرست بودن عبارات زیر را مشخص کنید. 

ABمرتبة دلخواه باشند، در حالت کلی دو ماتریس مربعی هم Bو Aالف( اگر BA=  .است 

 . خواهد بودحاصل دایره  مقطعبر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس آن عبور نکند،  pب( در حالتی که صفحه 

yصورت پ( اگر معادله سهمی به ax= −2 4 ( )a xباشد، دهانة سهمی رو به چپ است و خط هادی  0 a=  .است 

)ت( نقطه  )A , ,−0 2  قرار دارد.  xozروی صفحة  0

 جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب، کامل کنید.  

3الف( اگر همة اعضای ماتریس   شود. ضرب شود، دترمینان ماتریس ................ برابر می 5در عدد  3

xب( شعاع دایرة  y x y+ + − − =2 2 2 6 6  است. برابر ................   0

 شود. پ( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد، بیضی تبدیل به یک ................ می

 برابر ................ درجه است. x ت( در بیضی مقابل، اندازه زاویه 

  

yث( نمودار مربوط به معادله  =  معادله ................ است.  3در  0

ijAماتریس   a


 =  3 3
Aصورت زیر تعریف شده است. حاصل به  I+5 دست آورید. را به 

ij

i ; i j

a i j ; i j

i j ; j i

+ 


= + =
 − 


2

5

2  

3های ستتون او  ماتریس  ثابت کنید اگر درایه خواهد های ستتون ستوآ آن باشتند، دترمینان ماتریس برابر صتفر  مضتربی از درایه 3

 . بود

 ابتدا نشان دهید دستگاه مقابل جواب دارد. سپس با کمک ماتریس وارون آن را حل کنید.   

x y

x y

+ =


− =

2 5 11
4 3 9

 

به یک فاصله بوده و از    Bو    Aرا پیدا کنید که از    نقاطیاند.  که شامل هیچکداآ از نقاط نیست، مفروض   dو خط   Bو    Aدو نقطه  

 ی مختلف جواب بحث کنید. هامتر فاصله داشته باشند. در مورد حالت سانتی  3به اندازه   dخط  

)ای را بنویسید که نقطه معادله دایره  )O ,0 xمرکز آن باشد و روی خط   1 y+ 2وتری به طو    2=  جدا کند.  2

Aو مساحت مثلث   8قطر کوچک بیضی مقابل     BF   4+برابر 4  است، خروج از مرکز بیضی را پیدا کنید.  5
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yسهمی   x y= −2 2  مفروض است:   4

 الف( مختصات رأس و کانون سهمی را پیدا کنید.  

 ب( معادله خط هادی را بنویسید. 

 پ( مختصات محل برخورد سهمی و محورهای مختصات را پیدا کنید. 

   ت( سهمی را رسم کنید. 

Fو    Fهای  از کانون   Mبیرون بیضی قرار داشته باشد، مجموع فواصل    Mنشان دهید اگر نقطه       تر از طو  قطر بزرگ  بزرگ

 بیضی است. 

x)نمودار( مربوط به رابطه  کلیشکل   y

x

  

−  

2 2
1 1

 را رسم کنید.  

 جایی دارد. نشان دهید ضرب داخلی دو بردار خاصیت جابه 

aبردارهای   j k= − )و   + )b , ,= −2 1  اند: مفروض  2

 را پیدا کنید.  bو   aالف( زاویه بین بردارهای  

   را پیدا کنید.  bو   aب( برداری عمود بر دو بردار  

)اگر   )A , ,= −1 2 0  ،( )B , ,= −1 0 )و   1 )C , ,= −0 1  را پیدا کنید.  AHباشند، طو  ارتفاع   ABCسه رأس مثلث   1

xاگر   z y+ − =2 2 )ترین مقدار عبارت  باشد، کم  10 ) ( ) ( )x y z+ + − + −
2 2 21 1  را پیدا کنید.  2

)دست آورید که با بردارهای  السطوحی را به حجم متوازی  )a , ,= 0 2 3  ،( )b , ,= 1 0 )و  2 )c , ,= 2 1  شود.ساخته می  0

 موفق باشید.  
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 موفق باشید.  
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 پاسخ تشریحی: 

 ( 25/0ت( نادرست )  ( 25/0پ( درست )  ( 25/0ب( درست ) ( 25/0الف( نادرست )
 

 پاسخ تشریحی: 

35=الف(     50  (25/0)ت(      ( 25/0)خط  پ( پاره   (25/0)  4ب(   (25/0)  125

 xoz  (25/0)ث( صفحه 

 پاسخ تشریحی: 

   (75/0)   ijA a A


− − 
  =  = −   
  

3 3

3 1 2

7 8 1

8 8 15

 

                                I

 
 

=
 
  

5 0 0

5 0 5 0

0 0 5

      

 پاسخ تشریحی: 

a b c kc b c

A d e f A kf e f

g h i ki h i

   
   

= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =
   
      

  )0/25( 

 

(5/0)

ei hf bi hc bf ec

e f b c b c
A kc kf ki

h i h i e f

− − −

= − +  

(25/0)  A kcei kchf kfbi kfhc kibf kiec= − − + + − =0 

 پاسخ تشریحی: 

 
x y a b c a b c

, ,
a b c a b cx y

+ =
 = = = =    

     −− =

2 5 11 2 1 5 11
4 2 3 94 3 9

 دستگاه جواب  یکتا  دارد  )0/25(  

 

(25/0)   ( ) ( )

A

x
A

y

     
=  = − − = −      

−     

2 5 11
2 3 4 5 26 0

4 3 9
 

A− − − 
=  

−−  

1 3 51
4 226

 

(25/0  )

( / )

xx

y y

+   
=    =    

 = =        
− − =       =

      

0 25

3 5 33 45
3 31126 26 26

4 2 9 44 18 11
26 26 26

 (25/0)  
x

A
y

−   
=   

   

1 11

9
 

 

 شرط مسئله
برابر    kستون اول  

 ستون سوم است. 
 

(5/0 )  

 

A I

− − 
 

 + = −
 
  

8 1 2

5 7 13 1

8 8 20
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 تشریحی: پاسخ 

نامیم می  کنیم و آن را این خط را رسم می  ،است  ABخط  اند عمود منصف پاره به یک فاصله  Bو   Aمکان هندسی نقاطی که از دو نقطه 

( محل 25/0هستند )  dباشند که موازی  می  dو    dمتر هستند دو خط  سانتی  3به فاصله    d( مکان هندسی نقاطی که از خط  25/0)

 جواب مسئله است.    با خط    dو   dبرخورد دو خط  

 ( 25/0را قطع کند، مسئله دو جواب دارد. )  dو    dدو خط   الف( اگر خط  

 (25/0شمار جواب دارد. )منطبق باشد مسئله بی  dیا    dبر یکی از دو خط    ب( اگر خط  

 (  0/ 25ع نکند مسئله جواب ندارد. )را قط  dو    dیک از دو خط هیچ  پ( اگر خط  

 

 

 

 

 

 
 

 پاسخ تشریحی: 

 کنیم:مطابق شکل، از مرکز دایره بر خط عمود می

( )

OB r

O ,

=

 01

 

ax by c
OH

a b

+ +
= = =

+

0 0

2 2

1 2
22

 )0/25( 

(25/0 ) AH BH AB= = =
1

2
2

 

 مطابق قضیه فیثاغورس داریم:    OHBالزاویه  حال در مثلث قائم

(25/0 )( )OB BH OH OB
 

= +  = + = + =  
 

2
22 2 2 2 2 1 5

2 2
2 2 2

 

(5/0  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): x y r x y x y− + − =  − + − =  + − =
2 2 2 2 22 25 5

0 1 1
2 2

 معادله دایره 

 پاسخ تشریحی: 

(25/0  ) OB b=  =  =8 4  قطر کوچک بیضی4

( )

( )

( )
A BF

a c

S A F OB a c


+

=   = +

4

1
2

2
 

Aدانیم که مساحت مثلث  می BF    4+برابر 4  است، پس:    5

(25/0 )( ) ( )a c a c+ = + = +  + = +2 4 4 5 2 2 2 5 2 2 5 

 از طرفی:  

(25/0)  ( )( ) ( )
( ) ( )

b a c a c a c a c
a c

= −  = + −  − = = = −
+ +

2 2 2 16 16
16 2 5 2

2 1 5
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 در نتیجه: 

(25/0) 

( / )

a c a c
e

aca c

 + = + = 
  = = = 

=− = − 

0 25

2 2 5 2 5 2 5
52 522 5 2

   

 پاسخ تشریحی: 

( ) ( )y x y y y x y x= −  + + = +  + = +
22 22 4 4 4 2 4 2 2 2 

( )S , ( / )

a ( / )

F , ( / )


 = − −



 =

  

= − −  
 

2 2 0 25

1
0 25

2

3
2 0 25

2

 

(25/0)    : x = −
5
2

 خط هادی  

   

( )
( )

( )

y , ( / )
x y y

y , ( / )

= −  −
=  + =  + =   

= 

2 4 0 4 0 25
0 2 4 2 2

0 00 0 25
 

 ( 5/0رسم شکل: )  

 

 

 
 

 
 

 پاسخ تشریحی: 

 قطع کند، داریم:   Aبیضی را در نقطه    MFکنیم. اگر  وصل می  Fو   Fبه    Mاز نقطه  

 

:)نامساوی مثلثی(   (  25/0) AF AM MF   MAFدر مثلث  +

 

 کنیم: را اضافه می  AFحال به طرفین نامساوی فوق  
( / )

a MF

AF AF AM AF MF MF MF a  +  + + ⎯⎯⎯→ + 
0 25

2

2    )0/25( 

 
 

 

 

 پاسخ تشریحی: 

yرسم نمودار   x= 2( :25/0) 

xرسم خطوط   xو   1= = yو    1− = 2( :25/0) 

 ( 25/0مشخص کردن ناحیه رنگی: )

 

 
 

 

 قطر بزرگ بیضی 
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 پاسخ تشریحی: 

(5/0  ) 
( )

( )
( )( )

a a ,a ,a
a b a ,a ,a b ,b ,b a b a b a b

b b ,b ,b

 =
  = = + +

=

1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3

 

(25/0 )          b a b a b a= + +1 1 2 2 3 3 

(25/0  )      ( )( )b ,b ,b a ,a ,a b a= = 1 2 3 1 2 3 

 تشریحی: پاسخ 

( )

( )

a j k , , a ( / )
a b

b , , b ( / )

 = − + = −  =


  = + + =
= −  = =

0 11 2 0 25
0 1 2 3

2 1 2 9 3 0 25
  )0/25( 

 الف(  

( / )a b
cos cos

a b


 = ⎯⎯⎯→  = = =   = 

0 25 3 1 2
45

23 2 2
  )0/25( 

aب( بردار   b  ( :25/0بر هر دو بردار عمود است ) 

aتوجه: هر مضربی از   b  .(  5/0)                                                               نیز قبول است( ) ( ) ( )a b , , , , , , = −  − = −0 11 2 1 2 1 2 2  

 پاسخ تشریحی: 

( )

( )

a : BA , , BA a ( / )

b : BC , , BC b ( / )

 = −  = =  =


 = − −  =  =


2 2 1 9 3 3 0 25

1 1 2 6 6 0 25
 

 
 

BH a=   : b a روی بردار   تصویر بردار  

( ) ( )

( / )

a b
a b , , , , , ,

b

 − +  
 =  = − − = − − = − − 

 2

0 25

2 2 2 1 1 1 2
1 1 2 1 1 2

6 3 3 3 3
           )0/25(   

BH : a = + + =
1 1 4 6
9 9 9 3

                      )0/25( 

AH AB BH AH= − = − =  = =2 2 2 6 75 75 5 3
9

9 9 9 3
                     )0/25( 

 پاسخ تشریحی: 

           (25/0) 
( ) ( ) ( )

a

b x y z

 =


 
 = + + − + −


2 2 2

3

1 1 1
  (25/0)   

( )

( )

a , ,
:

b x , y ,z

= −


= + − −

1 2 2

1 1 2
 فرض کنید

  (25/0) a b x y z a b x z y = + − + + −   = + − − =

10

1 2 2 2 4 2 2 1 9 

 داریم:    شوارتز،  ـ  کوشیحال به کمک نامساوی  

( ) ( ) ( )

( / )

a b a b x y z    + + − + −
2 2 2

0 25

9 3 1 1 1 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z + + − + −  ⎯⎯⎯→ + + − + − 
2 2 2 2 2 21 1 1 3 1 1 1 9 

 ( 25/0است. )  9برابر  ترین مقدار عبارت موردنظر  بنابراین کم

 2توان  
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 پاسخ تشریحی: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

a , , a b , , , , , , ( / )

b , , c a b , , , ,

c , ,

 =  =  = −



=   =  − = + + =

 =

0 2 3 0 2 3 10 2 4 3 2 0 5

10 2 2 10 4 3 2 8 3 0 11

2 10

  )0/25( 

(25/0)  ( ): v c a b=   = =11  السطوح حجم متوازی 11

   :آموز به روش زیر حل کند، نمره کامل تعلق گیرداگر دانش 

( ) ( ) ( ) ( )c a b  = = − − + − = + + =

2 1 0

0 2 3 2 4 1 3 0 2 8 3 0 11

1 0 2

   )0/75( 

( )v c a b=   = =11 11  )0/25(  

 موفق باشید.  
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  گوییم.هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی را که شامل تعدادی سطر و ستون باشد یک ماتریس می 
  گوییم. هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس را درایه آن ماتریس می 
   در حالت کلی اگر ماتریسA   دارایm   سطر وn    ستون باشد آن را به صورتm nA 

mماتریسی از مرتبه   Aگوییم دهیم و مینمایش می    n .است 

  کند به عبارت دیگر  کنیم که اندیس سمت چپ جای سطر و اندیس سمت راست جای ستون آن را مشخص می برای هر درایه ماتریس دو اندیس تعریف میija  

  .اُم jاُم و ستون  iیعنی درایه روی سطر  

  اگر ماتریس  A    را به صورتij m n
A a


 =  

iگوییم که در آن  می  A، درایه عمومی ماتریس  ijaنمایش دهیم در این صورت به     m 1    وj n 1 

 کند. تغییر می 

ijAاگر   a


 =  3 4
3ماتریس    iباشد  ب  وری  ه  برا     4 j=     داشده  باشدija = iو برا    7 j     داشده  باشدija i j= iو برا    + j     داشده  باشد

ija i=  هایش مشخص هن  . یا با دیای   A، دی این صریت ماتریس  2

 هن  :عبایت سؤال یا ب  صریت مقابل خلاص  می

ij

i j i j

a i j

i i j

 + 


= =



2

7 

  ها   دیایa11 ،a22   وa33 ها  ه  دی آنi j=   باشن .می ۷است برابر 

  ها   دیایa12 ،a13  ،a14 ،a23  ،a24  وa34 ها  ه  دی آنi j   است برابرi2 باشن .  می 

  ها   دیایa21 ،a31   وa32 ها  ه  دی آنi j   است برابرi j+ باشن .می 

A

 
 

=
 
  

7 1 1 1

3 7 4 4

4 5 7 9

 

ب  صریت   Aاگر ماتریس   A i j


= − 3 33  باش  آن یا ب  صریت آیایش مسهط لی بنریس  . 2

A

− − − − −   
   

= − − − =
   
   − − −   

3 2 3 4 3 6 1 1 3

6 2 6 4 6 6 4 2 0

9 2 9 4 9 6 7 5 3

 

ijAب  صریت   Aماتریس   a


 =  3 3
ijه    

i j i j

a j i j

i j

+ =


= 


0

 س  .  است. این ماتریس یا ب  صریت آیایش مسهط لی بنری 

A

 
 

=
 
  

2 0 0

1 4 0

1 2 6

 

  ها   دی دیایa11 ،a22   وa33 ،i j=   .است 

  ها   دی دیایa12 ،a13   وa23 ،i j .است 

  ها   دی دیایa21 ،a31   وa32 ،i j .است 
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ijAاگر   a =     یک ماتریس3 ijها   با دیای  3

i j i j

a i j

i j i j

− 


= =

+ 

 یا ب  دست آویی .    a12و  a33 ،a31ها   باش  دیای  2

i j

i j

i j

a

a

a

=





 ⎯⎯⎯→



⎯⎯⎯→ + =

 ⎯⎯⎯→ − = −


33

31

12

2

3 1 4

1 2 1

 

ijAدی ماتریس   a


 =  4 3
ijه  دی آن    

i
a

j
=

−

2
1

 یا ب اب  .    Aباش ، دیای  واقع دی سطر سرم و سهرن دوم ماتریس   

 هسه  ، پس: a32ما ب  دنبال دیای   

( )
a = = =

−
32

2 3 6
6

2 1 1
 

ijAها   اگر ماتریس a


 =  3 3
  ،ijB b


 =  3 3

 هایشان مشخص هن  : ها یا با دیای ها  زیر معرفی ش ه باشن ، آنب  صریت 

ij ij

i i j i i j

a i j i j b i j i j

j i i j i j i j

 − = + =
  

= −  = +  
 
−  − +   

2 21 1

2

 

 

 معرفی چند ماتریس: 
 :ها برابر و مساوی اگر در یک ماتریس تعداد سطرها با تعداد ستون  ماتریس مربعیn   باشد آن را یک ماتریس مربعی مرتبهn گوییم. می 
 :گوییم.اگر یک ماتریس فقط از یک سطر تشکیل شده باشد آن را یک ماتریس سطری می  ماتریس سطری 
 گوییم.اگر یک ماتریس فقط از یک ستون تشکیل شده باشد آن را یک ماتریس ستونی می  ستونی: ماتریس 
  :های واقع بر قطر اصلی گوییم )درایه های غیرواقع بر قطر اصلی آن صفر باشند آن را ماتریس قطری می اگر در یک ماتریس مربعی تمام درایه   ماتریس قطری

   .توانند صفر باشند یا نباشند(می 

A B C

 
    

= = − =    
     

2 0 0
3 0 0 0

0 1 0
0 1 0 0

0 0 0

 

 :گوییم. های روی قطر اصلی آن با هم برابر باشند آن را ماتریس اسکالر می اگر یک ماتریس، قطری باشد و تمام درایه  ماتریس اسکالر 

 A B C

 
   

= = =   
    

2 0 0
1 0

0 2 0 3
0 1

0 0 2

 

 :گوییم و آن را با نماد های آن صفر باشند، ماتریس صفر می به ماتریسی که همه درایه  ماتریس صفرO دهیم.ایش می نم 

 :گوییم. های زیر قطر اصلی برابر صفر باشند آن را ماتریس بالامثلثی می اگر در یک ماتریس مربعی تمام درایه  ماتریس بالامثلثی 
 :م. گوییمثلثی می های بالای قطر اصلی برابر صفر باشند آن را ماتریس پاییناگر در یک ماتریس مربعی تمام درایه  ماتریس پایین مثلثی 

A B

− −   
   

= =
   
      

1 1 2 1 0 0

0 3 1 2 1 0

0 0 2 3 4 2

 

 »ماتریس بالامثلثی«                                        مثلثی«        »ماتریس پایین                                                                                                      
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  :نامیم و آن را با  باشند آن را ماتریس همانی یا ماتریس واحد می   ۱های روی قطر اصلی برابر  اگر در یک ماتریس اسکالر تمام درایه   ماتریس همانیI    نمایش
 دهیم.می 

 
 

   
= = =   
    

1 0 0
1 0

2 3 0 1 0 1 1
0 1

0 0 1

 

اگر ماتریس  
r m − 
 
 

1

0 1
mحاصل  یک ماتریس همانی باش     r+ .  یا ب اب 

r
m r

m m

=
→ + = + =

− = → =

1
1 1 2

1 0 1
 

Aدی ماتریس قطر   
m

 
=  

− 

3 0

1 4
 چق ی است؟    mمق ای    

m m− = → =1 0 1 
 

ijمرتبه  دو ماتریس هم m n
A a


 =  

ijو    m n
B b


 =  

 نظیر با هم برابر باشند.  ها نظیربه های آن درایه اگر و تنها اگر با هم برابرند  

اگر دو ماتریس  
x

A
z

− 
=  

+ 

1 8

3 1
و  

y x
B

+ − 
=  
 

1 2

3 4
x)مساو  باشن  مق ای     y z)+  یا ب اب  . +

x

x x

y x y x y

z z

x y z

=

− = → =



+ = − → = − ⎯⎯⎯→ = − =


+ = → =

→ + + = + + =

10

2 8 10

1 1 2 10 2 8

1 4 3

10 8 3 21

 

 

 نظیر با هم جمع یا از هم کم کنیم.  به های دو ماتریس را نظیر مرتبه کافی است که درایه برای جمع یا تفاضل دو ماتریس هم 

 کنیم. ضرب می  Aهای ماتریس ، آن عدد را در تمام درایه Aبرای ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس 
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)آید که آن را با به دست می  A( در ماتریس - ۱از ضرب عدد ) Aیک ماتریس دلخواه باشد، قرینه ماتریس  Aاگر  A)−  دهیم. نشان می 

  : ها و ضرب عدد در ماتریسبرخی از خواص جمع ماتریس  نکته:
 داریم:  اعدادی حقیقی باشند، sو  rمرتبه و های همماتریس  Cو   A ،Bاگر 

A B B A

A (B C) (A B) C

A O O A A

A ( A) ( A) A O

r(A B) rA rB

(r s)A rA sA

rA rB , r A B

A B rA rB

• + = +

• + + = + +

• + = + =

• + − = − + =

•  = 

•  = 

• =  → =

• = → =

0

 

اگر  
m

A
n

+ 
=  

+ 

2 1

2 4 5
A، ماتریس  nو   mیک ماتریس قطر  باش  با محاسب     I+ ( .  یا ب ابI   )ماتریس همانی مرتب  دو است 

m m
A

n n

A I

+ = → = −  
→ =  

+ = → = −  

     
+ = + =     

     

1 0 1 2 0

0 52 4 0 2

2 0 1 0 3 0

0 5 0 1 0 6

 

Aدو ماتریس  

− 
 

=
 
 − 

1 1

0 2

2 3

Bو  
− 

=  
− − 

1 1 0

2 3 2
 شرد؟ چرا؟  تعریف می Bو   Aیا دی نظر بگ ری ، آیا جمع دو ماتریس    

 مرتب  ن سهن . ه   Bو  Aزیرا دو ماتریس   دخ ر  

ijAاگر   a


 =  3 3
ijب  صریت   

i. j i j

a i i j

i j i j




= =


− 

2

2

Aتعریف ش ه باش ، ماتریس    I−2  یا ب  دست آویی .    3

A

A I

− 
 

=
 
  

− − −     
     

− = − =
     
          

1 0 1

2 4 1

3 6 9

2 0 2 3 0 0 1 0 2

2 3 4 8 2 0 3 0 4 5 2

6 12 18 0 0 3 6 12 15
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 های ماتریس اول با تعداد سطرهای ماتریس دوم برابر باشد به عبارت دیگر:  پذیر هستند که تعداد ستون زمانی ضرب  Bو   Aدر حالت کلی دو ماتریس  

m p p n m nA B C
 

   =

oMHoM

 

  :ضرب ماتریس سطری در ماتریس ستونی 
Aماتریس ستونی باشد برای پیدا کردن حاصل    Bماتریس سطری و    Aاگر   B  کافی است هر درایه ماتریس ،A    را در درایه نظیرش در ماتریسB   ضرب

 ها را با هم جمع کنیم، ببینید: کرده و حاصل این ضرب 

 n n n

n

b

b
A B a a ... a a b a b ...a b

b

 
 
  = = + +
 
 
 

11

21
11 12 1 11 11 12 12 1 1

1

 

   :ضرب ماتریس در ماتریس 
mماتریس   pA     وp nB   مفروضند. حاصل ،A B  ماتریسی مانند ،m nC 

 Bدر یک ستون ماتریس    Aت که هر درایه آن از ضرب یک سطر ماتریس  اس 

 آید به عبارت دیگر:  به دست می 

 A i j

B

 
 

=
 
  

·¼Tw

uÄoUI¶ ³H o‰w ³H

uÄoUI¶

 Cاُم ماتریس   jاُم و ستون  iدرایه سطر 

 یا از معادل  زیر ب  دست آویی .  yو  xمقادیر  

   x y
 

 = − 
− 

2 4
2 4 2

0 1
 

   x x x
 

 = − 
− 

2 4
2 2 4 2

0 1
 

ماتریس   x x−2 4 بای  با ماتریس   2 y−4  برابر باش :   2

x

x x

x y y y
=

= → =


− = − ⎯⎯⎯→ = − → =
2

2 4 2

4 2 2 6 2 8
 

اگر  
a

A
b

 
=  

− 

4

1
Bو   

− 
=  
 

1 2

3 2
Aضرب  یا وری  ب  دست آویی  ه  حاصل  bو  aباش  مقادیر    B . ماتریسی قطر  باش 

a a a
A B

b b b

− + − +     
 = =     

− − − −     

4 1 2 4 3 8 2

1 3 2 3 2 2
 

 حال برا  اینک  ماتریس حاصل، ماتریسی قطر  باش ، بای :

a a

b b

− + = → =


− = → =

8 2 0 4

3 0 3
 

دو ماتریس  
m

A

n

− 
 

=
 
 + 

2 2 0

0 3 0

1 0 3

Bو   m n

 
 

=
 
 − 

2 1 1

0

3 1 2

 یا محاسب  هن  .   ABیک ماتریس قطر  باش  حاصل   Aان . اگر  مفروض  

 یک ماتریس قطر  است، پس: Aدان   ه   می

m m

n n

− = → =


+ = → = −

2 0 2

1 0 1
 

 برابر است با:   ABحال حاصل  
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AB

     
     

= − = −
     
     − −     

2 0 0 2 1 1 4 2 2

0 3 0 2 0 1 6 0 3

0 0 3 3 1 2 9 3 6

 

 

 جایی ندارد. ها خاصیت جابه ( در حالت کلی ضرب ماتریس ۱
AB BA 

 عضو خنثی برای عمل ضرب است به عبارت دیگر:  Iگاه ماتریس  باشد آن  nماتریس واحد )همانی( مرتبه   Iو   nماتریس مربعی مرتبه   A( اگر ۲

AI IA A= = 
B)در  A( ضرب ماتریس ۳ C)،   پذیری یا پخش را دارد:  خاصیت توزیع 

A(B C) AB AC =  

 پذیری را دارد: خاصیت شرکت ، (BC)در  A( ضرب ماتریس ۴

A(BC) (AB)C= 

ABداشته باشیم،  Cو   A ،Bهای متمایز ها برقرار نیست به عبارت دیگر اگر برای ماتریس ( در حالت کلی قانون حذف در ضرب ماتریس ۵ AC= گاه لزوماً ، آن

B C=  .نیست 

معادل  ماتریسی   x
   

=   
− −   

1 0 3
3 0

1 4 1
 یا حل هن  .  

ضرب دو ماتریس  ابه ا حاصل x
 
 
− 

1 0
3

1 4
یا محاسب  هرده و سپس آن یا دی ماتریس    

 
 
− 

3

1
 هن  : ضرب می 

   

   

x x

x x

 
= − 

− 

 
− = − 

− 

1 0
3 3 12

1 4

3
3 12 3 21

1

 

 دست آم ه بای  برابر صفر باش ، پس:ب دان   ه  حاصل  می

x x x− = → = → =3 21 0 3 21 7 
 

 شود: های صحیح و نامنفی آن به صورت زیر تعریف مییک ماتریس مربعی باشد توان  Aاگر 

A I

A A

A A A

• =

• =

• = 

0

1

2

 

n n n

A A A A A

A A A A A A A

A A A A A ...− −

• =  = 

• =  =  = 

• =  =  =

3 2 2

4 3 3 2 2

1 1

 

 های توان در ماتریس ویژگی 
 یک ماتریس مربعی باشد، داریم:  Aاگر 

m n n m (m n)

m n n m mn

A A A A A

(A ) (A ) A

+•  =  =

• = =
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Aاگر  

 
 

=
 
 − 

1 2 0

0 1 3

1 2 1

 یا ب  دست آویی .   A2باش  ماتریس   

A A A

     
     

=  = = −
     
     − − −     

2
1 2 0 1 2 0 1 4 6

0 1 3 0 1 3 3 7 6

1 2 1 1 2 1 2 2 7

 

Aاگر  
 

=  
− 

0 2

1 0
 یا ب  دست آویی .   A7باش  ماتریس   

A I

A (A ) A ( I) A

−       
= = = − = −       

− − −       

−   
=  = −  = − =   

−   

2

7 2 3 3

0 2 0 2 2 0 1 0
2 2

1 0 1 0 0 2 0 1

0 2 0 16
2 8

1 0 8 0

 

Aها   اگر ماتریس

 
 

= −
 
  

1 0 2

0 1 1

2 1 0

و   
a b

B

a b

+ 
 

= −
 
 − + 

2 2

2 2 1

2 1 4

Aیا چنان ب اب   ه  داشده  باشد  :  bو   aباشدن ، مقادیر    B O− =2 (O    ماتریس صدفر

 است(  

A

a b

A B O A B

a b

     
     

= − − = −
     
     −     

+   
   

− = → = → − = −
   
   − − +   

2

2 2

1 0 2 1 0 2 5 2 2

0 1 1 0 1 1 2 2 1

2 1 0 2 1 0 2 1 5

5 2 2 2 2

2 2 1 2 2 1

2 1 5 2 1 4

 

a b a

a b b

+ = =  
→ → 

+ = =  

5 0

4 5 5
 

Aاگر  
 

=  
 

0 4

2 1
Aیا وری  ب اب   ه  یابط    nو   mباش ، مقادیر    mA nI= +2

 ماتریس همانی است.(    I2برقرای باش . ) 2

A

m n n m
mA nI m n

m m n m m n

     
= =     
     

         
+ = + = + =         

+         

2

2

0 4 0 4 8 4

2 1 2 1 2 9

0 4 1 0 0 4 0 4

2 1 0 1 2 0 2

 

Aدان   ه  یابط   می mA nI= +2
 بای  برقرای باش ، یعنی: 2

nn m

m m n m

=    
= →    

+ =    

88 4 4

2 9 2 1
 

 

ABدو ماتریس مربعی باشند و    Bو    Aجایی ندارد حال اگر  ها خاصیت جابهدانیم که در حالت کلی ضرب ماتریسمی  BA=    باشد در این صورت دو ماتریس
A   وB  پذیرند. تعویض 

 باشند، در این صورت:   پذیرتعویض دو ماتریس  Bو   Aحال اگر 
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(A B) A AB B

(A B) A AB B

(A B)(A B) A B

• − = − +

• + = + +

• − + = −

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2 

A)پذیر باشن ، ثابت هن  : و تعریض ۳دو ماتریس مربعی مرتب    Bو   Aاگر   B) A AB B− = − +2 2 22 

B,A

AB BA
(A B) (A B)(A B) A AB BA B A AB B

=
− = − − = − − + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − +

kºoÄmQ„Ä¼• U2 2 2 2 22 

Aاگر   A=2  :  باش  دی این صریت ثابت هن(A I) I A+ = +2 3 

 پذیرن ، بنابراین:  تعریض Iو  Aدان   ه   می

A A
(A I) (A I)(A I) A AI IA I A A I A A I A I

=
+ = + + = + + + = + + ⎯⎯⎯⎯→ + + = +

´ÃºHjÂ¶

22 2 2 2 2 2 3 

ها   اگر ضرب ماتریس
x y

A
 

=  
− 2 1

Bو  
 

=  
 

4 3

3 4
پذیر باش  حاصل  تعریض   x y

x

 
 

−
 
 − 

2

2  یا ب اب  .   2

ABپذیر است، یعنی: تعریض Bو   Aها   دان   ه  ضرب ماتریسمی BA= 

x y x y x y x y x y

x y

x x

y y

+ + + −           
= → =           

− − + −           

+ = → = −
→ 

− = → =

4 3 4 3 4 3 3 4 4 6 4 3

2 1 3 4 3 4 2 1 5 2 3 8 3 4

3 8 5 1

3 4 2 2

 

 حال حاصل خراسه  ش ه برابر است با:  

 
 
 

− − = − + − =
 
  

2

1 2 2 2 2 4 2 0

1

 

 

)باشد   nماتریسی مربعی از مرتبه   Aشود. حال اگر  توان یک عدد حقیقی را نسبت داد که دترمینان آن ماتریس نامیده می به هر ماتریس مربعی می  n ) 1 3 

det(A)را با نماد  Aدر این صورت دترمینان ماتریس  A=  دهیم و داریم: نمایش می 

A [k] A k

a b
A A ad bc

c d

a b c
e f d f d e

A d e f A a b c
h i g i g h

g h i

• = → =

 
• = → = − 

 

 
 

• = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − +
 
  

Ï»H o‰wKveoMˆvM

1 1

 

3توجه: برای محاسبه دترمینان ماتریس    توان انجام داد. در روش فوق، بسط را برحسب هر سطر یا هر ستون دلخواه می  3
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 ها  زیر یا ب  دست آویی :  دترم نان هر یک از ماتریس

A [ ] A

A A ( )

A A ( ) ( ) ( )

= − → = −

− 
= → = − − = − 
 

 
− − 

= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − + = − − =
 
  

Ï»H o‰wKveoM

3 3

2 3
10 12 22

4 5

2 1 0
3 2 1 2 1 3

1 3 2 2 1 0 2 15 9 39
0 5 2 5 2 0

2 0 5

 

اگر  
A

A
 

=  
 

8

3 5
 یا ب اب  .  Aباش  دی این صریت حاصل   

A A A A= − → = → =5 24 4 24 6 

اگر   A i j


= − 3 22 و   3
i j

B
i j



− 
= 

=
2 3

1

0
 یا ب  دست آویی .    ABباش  دترم نان ماتریس   

 ده  :یا تشک ل می  Bو  Aها   ابه ا ماتریس

A , B

AB

− − 
− −  

= − =    − −   

− −   
− −    

= − = −    − −    − −   

1 4
0 1 1

1 2
1 0 1

3 0

1 4 4 1 5
0 1 1

1 2 2 1 1
1 0 1

3 0 0 3 3

 

 حال با بسط برحسب سطر اول دایی :  

AB ( ) ( ) ( ) ( )
− −

= − + = − − + − =
− − − −

1 1 2 1 2 1
4 1 5 4 6 1 6 5 6 0

3 3 0 3 0 3
 

Aاگر  
 

=  
− 

2 4 1

1 3 2
Bو   

− 
 

=
 
  

1 1

0 1

2 3

 یا ب  دست آویی .  BAباش  دترم نان ماتریس   

BA

− −   
    

= = −    −       

1 1 3 1 1
2 4 1

0 1 1 3 2
1 3 2

2 3 1 17 8

 

 با بسط برحسب سطر اول، دایی :

BA ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
− −

= − + − = − − − − − =
3 2 1 2 1 3

3 1 1 3 10 1 10 1 20 0
17 8 1 8 1 17

 

دو ماتریس  
m

A
n

− 
=  

+ 

2 2

1 1
Bو   m n

 
 

=
 
 − 

2 1 1

0

3 1 2

Aباش  حاصل  یک ماتریس قطر   Aان . اگر  مفروض   B+    . یا ب  دست آویی 

 ، یک ماتریس قطر  است، پس:Aدان   ه  ماتریس  می
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m m

n n

A A

B B ( ) ( ) ( )

− = → =


+ = → = −

 
= → = 
 

 
 

= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − − + − = −
 
 − 

Ï»H o‰wKveoMˆvM

2 0 2

1 0 1

2 0
2

0 1

2 1 1

2 0 1 2 1 1 7 1 2 11

3 1 2

 

Aدی نه ج :   B+ = − = −2 11 9 
 

 های روی قطر اصلی، برابر است. ضرب درایه مثلثی با حاصل پایین ( دترمینان هر ماتریس قطری، بالامثلثی و ۱

a a x y a

b b z x b abc

c c y z c

= = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

Aاگر  

 
 

= −
 
  

2 0 0

0 3 0

0 0 5

 برابر است با:  Aباش  مق ای   

A ( )=  −  = −2 3 5 30 
 

 ها هم با هم برابر است.دترمینان آن ( اگر دو ماتریس مربعی با هم برابر باشند، ۲

A B A B= → = 

 مرتبه باشند، داریم: دو ماتریس مربعی هم  Bو  A( اگر ۳

AB BA A B= = 

 ماتریسی مربعی باشد، داریم:  A( اگر  ۴
mmA A= 

nیک ماتریس   A( اگر ۵ n   وk  :عددی حقیقی باشد، داریم 
nkA k A= 

( اگر ۶
a

A b

c

 
 

=
 
  

0 0

0 0

0 0

Aگاه: باشد آن   abc= − 

 پذیر باشد، داریم: ماتریسی مربعی و وارون  A( اگر  ۷

A
A

− =1 1 

3یک ماتریس   Aاگر   Aو  3 =  یا ب  دست آویی :   A2گاه حاصل  باش  آن  5

3ماتریسی    Aدان   می  است پس: 3

A ( ) A= =  =32 2 8 5 40 

3ماتریسی   Aاگر   Aباش  و  3 = A، دی این صریت حاصل  5 A    :  یا ب اب 



 

23 
 

A A A A ( ) A= → = = =  =3

5

5 5 5 125 5 625 

Aاگر  

− 
 

= −
 
 − 

2 0 0

0 3 0

1 0 5

 یا ب  دست آویی :    A2دی این صریت   

Aتران حاصل  ، میA2دان   ه  برا  محاسب   می
 مثلثی است، پس:ماتریس پای ن Aیا ب  دست آوید. از ورفی چرن   2

A ( ) ( ) ( ) A ( )= −  −  − = − → = − =
2 22 3 5 30 30 900 

اگر  
f

A a

e c b

 
 

=
 
  

2 0

0  یا ب اب  .    Aیک ماتریس اسکالر باش  دترم نان ماتریس   0

 ماتریسی اسکالر است پس:  Aچرن  

f e c

a b

= = =


= =

0

2
 

 ها  یو  قطر اصلی برابر است، یعنی:ضرب دیای با حاصل  Aو دترم نان ماتریس  

A a b=   =   =2 2 2 2 8 

Aاگر  

 
 

=
 
  

2 3 4

0 2 3

0 1 2

 یا محاسب  هن  .  A3باش  حاصل   

 آویی  )چرا سهرن اول؟ چرن صفر زیاد دایه خب!(  یا با بسط برحسب سهرن اول ب  دست می Aابه ا دترم نان ماتریس  

A ( ) ( ) ( )= − + = − − + =

ÂvÄ¼¹º´À »nI¹ÄHÂTvº¼UÂ¶

2 3 3 4 3 4
2 0 0 2 4 3 0 0 2
1 2 1 2 2 3

 

 دایی :   A3حال برا  محاسب   

A A ( )= = =
33 32 8 

اگر  
A

A
A

 − 
=  
 

4
2

1
 یا ب اب  .  A−1باش  دی این صریت حاصل   

 هن  :یا پ  ا می A2ابه ا دترم نان ماتریس  

A

A ( ) A
A ( A ) A A ( A ) A



=
= + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − + = → − = → =

ÂvÄoUI¶

2

2 22 2 2
2 2

2 4 4 4 0 2 0 2 

 برابر است با:   A−1حال حاصل  

A
A

− = =1 1 1
2
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Aاگر  

 
 

=
 
 − 

0 0 1

0 2 0

1 0 0

Aباش  حاصل    A    .  یا ب اب 

A ( ( ))

A A A A A

= −   − =

= = = =
3 4 4

1 2 1 2

2 16
 

Aاگر  

− 
 

= −
 
  

2 1 1

0 1 2

0 3 4

Bو   

 
 

= −
 
  

3 0 0

0 1 0

0 0 2

Aباشن ، حاصل    B+  یا ب اب  .    2

A

B B

A B

−
= =  =

= − → =

+ =

2

2

1 2
2 2 10 20
3 4

6 36

56

 

 

 طوری که: است به B)در صورت وجود( ماتریسی مانند   A، وارون ماتریس Aبرای هر ماتریس مربعی مانند  

A B B A I =  =
 

دهیم. حال اگر  نمایش می  A−1گوییم و آن را با  می  Aرا وارون ماتریس    Bدر این صورت ماتریس  
a b

A
c d

 
=  
 

)یعنی    Aباشد در این صورت وارون ماتریس    

A−1 ید: آ ( از رابطه زیر به دست می 

d b
A

c aA

− − 
=   

− 

1 1 

Aپذیر باشد( این است که  وارون Aوجود داشته باشد )  A−1شرط لازم و کافی برای اینکه   توجه: 0  .باشد 

Aاگر  
 

=  
 

4 1

0 3
Aباش ، وایون ماتریس    I−  ماتریس همانی مرتب  دو است(    Iیا ب اب  . ) 2

A I

A I

(A I)−

     
− = − =     

     

− =

− 
− =  

 

1

4 1 1 0 2 1
2 2

0 3 0 1 0 1

2 2

1 11
2

0 22

 

Aاگر  
 

=  
 

4 3

2 5
Bو   

− − 
=  

− 

2 3

5 1
)باش  حاصل عبایت    A B )− −−1 12  یا ب اب  .   3
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A A A

B ( ) B B

( A B )

− −

− −

− −

− −   
= − = → = → =   

− −   

− −   
= − − = → = → =   

− − − −   

   
− −   

→ − = −   
   − − −
      

1 1

1 1

1 1

5 3 5 31 1
20 6 14 2

2 4 2 414 7

1 3 1 31 3
2 15 17 3

5 2 5 217 17

5 3 3 9
7 7 17 172 3
2 4 15 6
7 7 17 17

 

یا وری  ب اب   ه  ماتریس   mمق ای  
m

A
 

=  
 

4

1 2
 پذیر نباش .وایون  

Aپذیر نباش  بای   وایون  Aبرا  اینک  ماتریس    باش ، یعنی:   0=

A m m m= − = → = → =2 4 0 2 4 2 
 

 پذیر باشد، داریم: ماتریسی مربعی و وارون  Aاگر 

n n

(A ) A

(kA) A
k

(A ) (A )

(AB) B A

− −

− −

− −

− − −

• =

• =

• =

• =

1 1

1 1

1 1

1 1 1

1
 

−Aماتریس   − 
=  
 

1 2 1

2 3
 یا ب  دست آویی . Aمفروض است، ماتریس   

A A ( )− −− 
= → = − − = 
 

1 12 1
6 2 8

2 3
 

A)دان   ه   می ) A− − =1  یا ب  دست ب اویی :    A−1است پس بای  وایون ماتریس   1

(A ) A− −

 
  

= → =   
−    −

  

1 1

3 1
3 11 8 8
2 2 1 18

4 4

 

 

در حالت کلی هر دستگاه دو معادله و دو مجهولی به صورت 
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

توان به شکل زیر نمایش داد که در آن را می   
a b

A
a b

 
=    

را ماتریس ضرایب،    

x
X

y

 
=  
 

cرا ماتریس مجهولات و  
B

c

 
=   

 گوییم، ببینید:  را ماتریس مقادیر معلوم می  

X BA

ax by c a b x c
AX B

a b y ca x b y c

+ =      
→ = → =          + =      

 

AXحال برای حل معادله ماتریسی   B=  به شرطی که( ،A   پذیر باشد  ماتریسی وارون( A )0  با ضرب ،)A−1    از سمت چپ در معادلهAX B= توان  ، می

 مجهولات را به صورت زیر به دست آورد: 
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A

I

AX B A (AX) A B (A A)X A B X A B
− − − − − −= ⎯⎯⎯⎯→ = → = → =

OaSµwpH

1 1 1 1 1 1 

دسهگاه  
x y

x y

− = −


+ =

3 5 1

2 8
 سهفاده از ماتریس وایون حل هن  .یا با ا 

A A A

B

x
X

y

x
X A B X

y

−

−

−   
= → = + = → =   

−   

− 
=  
 

 
=  
 

=− − +        
→ = → = = = →        

− + =        

1

1

3 5 1 51
3 10 13

2 1 2 313

1

8

31 5 1 1 40 31 1
2 3 8 2 24 213 13 2

 

 

یک دستگاه دو معادله و دو مجهولی  
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

، از دو معادله تشکیل شده است که هر یک معادله یک خط هستند حال اگر  
a b

A
a b

 
=    

، ماتریس  

 ضرایب این دستگاه باشد، داریم: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

یا چنان ب اب   ه  دسهگاه   mمق ای  
mx y

x (m )y

+ = −


+ + =

3 3

4 4 2
 جراب ن اشه  باش . 

دان   شرط اینک  دسهگاه فرق جراب ن اشه  باش  این است ه   می
a b c

a b c
= 
  

 باش : 

m

m

mm
m(m )

m m

m
m

−
= 

+

= −
= → + − = → 

+ =

 − →  −
+

3 3
4 4 2

63
4 12 0

4 4 2

3 3
6

4 2

 

mبنابراین تنها   =  قابل قبرل است. 2

 

 

 
 

a b

a b

 

A دو خط متقاطع هستند   0  دستگاه یک جواب یکتا دارد 

 

a b c

a b c
= 
  

A دو خط موازی هستند    دستگاه هیچ جوابی ندارد.  0=

 
a b c

a b c
= =
  

 
دو خط بر هم منطبق  

 هستند. 
A   شمار جواب دارد. دستگاه بی  0=
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داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه باشد، مکان  ها یک ویژگی مشترک  به مجموعه نقاطی از صفحه یا فضا که همه آن 
 گوییم.هندسی می 

 های مهم: مکان هندسی 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مکان هن سی هر یک از مجمرع  نقاط زیر یا مشخص هن  .

 (dو  dان . )ن مساز زوایا  ب ن دو خط  ب  یک فاصل   dو  dالف( نقاوی از صفح  ه  از دو خط مهقاوع  

 ( Aدی نقط    dان . )خطی عمرد بر  مماس Aدی نقط  ثابت   dهایی دی صفح  ه  بر خط  ب( مرهزها  هم  دایره

 از آن( rو ب  فاصل     dان . )دو خط مراز  با  دی صفح  مماس  dه  بر خط   rهایی با شعاع ثابت  پ( مرهزها  هم  دایره

C(oه  بر دایره   rهایی با شعاع ثابت  ت( مرهزها  هم  دایره , r) دایرهدی صفح  این دایره مماس خایجی( . ا  ب  مرهز  انO    و شعاعr2 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

خط خط به یک فاصله باشند، عمودمنصف آن پاره مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو سر یک پاره 

 است. 

 

 زاویه به یک فاصله باشند، نیمساز آن زاویه است.  مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو ضلع یک

 

قرار داشته باشند،   rثابت    ۀبه فاصل  Oمکان هندسی نقاطی از صفحه که از یک نقطه ثابت مانند  

 است. rو به شعاع   Oای به مرکز دایره 

 

قرار داشته باشند، دو خط راست موازی    mبه فاصله ثابت    dمکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط  

 اند.  در دو طرف آن قرار گرفته  mهستند که به فاصله   dبا خط 
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)Oاگر  نکته: , )   مختصات مرکز یک دایره وr   :شعاع آن دایره باشد معادله استاندارد دایره برابر است با 

(x ) (y ) r− + − =2 2 2 

x)اگر معادل  دایره ب  صریت   ) y+ + =2 21  باش  مطلربست:   4

 الف( مخهصات مرهز دایره و ان ازه شعاع دایره:

(x ) (y ) ( ) O( , )

r

 = −


+ + − = →  = → −


=

2 2 2

1

1 0 2 0 1 0

2

 

 ها:yها و محری  xب( مخهصات تقاوع دایره با محری  

yها، بای  دی معادل  دایره،  xبرا  پ  ا هردن مخهصات تقاوع دایره با محری    :قرای ده   ه  دی این صریت 0=

y x x
(x ) y (x )

x x

= + = → =
+ + = ⎯⎯⎯→ + = → 

+ = − → = −

02 2 2 1 2 1
1 4 1 4

1 2 3
 

)دی نه ج  نقاط   , )−3 )و   0 , )1  ها هسهن . xمحل تقاوع دایره با محری   0

xها، بای  دی معادل  دایره،  yو برا  پ  ا هردن مخهصات تقاوع دایره با محری   =  یا قرای ب ه  : 0

x y
(x ) y y y

y

=
 =

+ + = ⎯⎯⎯→ + = → = → 
= −

02 2 2 2 3
1 4 1 4 3

3
 

 هذلولی  سهمی بیضی  دایره 

بر محور سطح  Pصفحه  

مخروطی عمود باشد و از رأس 

 . آن عبور نکند

عمود   Lبر محور   Pصفحه  

نیز موازی   dنباشد و با مولد  

نباشند و تنها یکی از دو نیمه 

 . مخروط را قطع کند

موازی  dبا مولد   Pصفحه  

باشد و از رأس مخروط عبور 

 . نکند

هر دو تکه بالایی و   Pصفحه  

پائینی سطح مخروطی را قطع  

 . نباشد Lکند و شامل محور  

    

 های دیگر حالت 

از رأس سطح   Pاگر صفحه 

مخروطی عبور کند فصل مشترک  

و سطح مخروطی تنها  Pصفحه  

 است. شامل یک نقطه 

از رأس سطح   Pاگر صفحه 

مخروطی عبور کند فصل مشترک  

و سطح مخروطی تنها  Pصفحه  

 . شامل یک نقطه است 

موازی  dبا مولد   Pاگر صفحه 

باشد و از رأس مخروط عبور کند  

و   Pفصل مشترک صفحه  

 . سطح مخروطی یک خط است 

از رأس سطح   Pاگر صفحه 

مخروطی عبور کند و هر دو تکه  

بالایی و پائینی سطح مخروطی 

را قطع کند، فصل مشترک صفحه  

P   و سطح مخروطی دو خط

 متقاطع است. 
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)س نقاط  پ , )0 )و   3 , )−0  ها هسهن .y، محل تقاوع دایره با محری  3
 

xاگر  y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده )ضمنی( یک دایره باشد، داریم:  0

a b
O( , )− −

2 2
 : مختصات مرکز دایره   

r a b c= + −2 21
4

2
 : شعاع دایره   

xا  ب  صریت  معادل  گسهرده دایره y x y+ − + + =2 2 6 2 6  باش . مرهز و شعاع دایره یا بنریس  .  می 0

a b
O( , ) O( , ) O( , )

r a b c r ( ) ( ) ( )

−
− − → − − → −

= + − → = − + − = + − = =2 2 2 2

6 2
3 1

2 2 2 2

1 1 1 1
4 6 2 4 6 36 4 24 16 2

2 2 2 2

 

 دی مثال فرق، معادل  دایره یا ب  صریت اسهان اید بنریس  :  

O( , )
(x ) (y ) r (x ) (y ( )) (x ) (y )

r

−
→ − + − = → − + − − = → − + + =

=

2 2 2 2 2 2 23 1
3 1 4 3 1 4

2
 

 

xشرط دایره بودن یک رابطه ضمنی به فرم  y ax by c+ + + + =2 2 0 

  اگرa b c+ 2 2 rای به شعاع  باشد، این رابطه مربوط به دایره  4 a b c= + −2 21
4

2
aو به مرکز     b

O( , )− −
2 2

 است.  

  اگرa b c+ =2 2 aرابطه مربوط به یک نقطه به مختصات   باشد، این 4 b
( , )− −

2 2
 است. 

  اگرa b c+ 2 2  کند.ای را در صفحه مشخص نمی باشد، این رابطه هیچ نقطه  4

xیا وری  ب  دست آویی  ه    aح ود   y x y a+ − + + =2 2 4 6  معادل  یک دایره باش .    0

a b c a a+  → +  → 2 2 4 16 36 4 13 
 

کنیم و سپس به کمک جدول زیر وضعیت آن را با دایره تعیین پیدا می  Aبا دایره، ابتدا فاصله مرکز دایره را از نقطه   Aای مانند  برای مشخص کردن وضعیت نقطه 
 کنیم: می 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aفاصله دو نقطه   یادآوری: AA(x , y Bو   ( BB(x , y  از هم برابر است با:  (

B A B AAB (x x ) (y y )= − + −2 2 

 

   

 بیرون دایره است  Aنقطه   روی دایره است  Aنقطه   درون دایره است  Aنقطه  

OA r OA r= OA r 
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)Oا  یا بنریس   ه  مرهز آن معادل  دایره , )2 )Mبرده و   3 , )1  یک نقط  از آن باش . 1

 ، همان شعاع دایره است، پس:OMفاصل   

R OM ( ) ( )

(x ) (y )

= = − + − =

− + − =

2 2

2 2

1 2 1 3 5

2 3 5
 

)Aوضع ت نقط    , )−1 x  دایره  نسبت ب  2 y x y+ − + =2 2 2 2  یا تع  ن هن  . 0

 آویی : دست میمرهز و شعاع دایره یا ب 

O( , )

r

−


=

1 1

2
 

 آویی :دست مییا از مرهز دایره ب  Aحال فاصل  نقط   

OA ( ) ( )= − + − + =2 21 1 1 2 1 

OAچرن   r   .است پس نقط  دیون دایره قرای داید 
 

 . (OH)کنیم برای مشخص کردن وضعیت یک خط نسبت به یک دایره قبل از هر چیز، ابتدا فاصله مرکز دایره از خط موردنظر را پیدا می 

 و اندازه شعاع دایره، داریم:  OHحال با توجه به اندازه  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 یادآوری: 
   .خط مماس بر دایره، در نقطه تماس، بر شعاع دایره عمود است 
   فاصله نقطهA(x , y )0 axاز خط به معادله  0 by c+ +  برابر است با:   0=

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2
 

xوضع ت خط   y+ xیا نسبت ب  دایره   1= y x y+ + + − =2 2 2 2 1  مشخص نمای  .   0

 آویی :دست میابه ا مخهصات مرهز دایره یا ب 

a b
O( , ) O( , ) O( , )− − → − − → − −

2 2
1 1

2 2 2 2
 

xحال فاصل  مرهز دایره یا از خط ب  معادل    y+ − =1  آویی :دست میب  0

( ) ( )
OH OH ~ /

− + − − −
= = = → =

+2 2

1 1 1 1 1 3 3 3 2
2 1

22 21 1
 

 هن  :مقایس  می OHشعاع دایره یا ب  دست آویده و آن یا با ان ازه  

 
 

 

 . با دایره متقاطع است  Lخط  . بر دایره مماس است  Lخط  .کنددایره را قطع نمی  Lخط 

OH r OH r= OH r 

 



 

31 
 

r a b c ( ) ~ /= + − = + − − = = =2 21 1 12 2 3
4 4 4 4 3 1 7

2 2 2 2
 

چرن  
3 2

3
2

OHاست پس     r   است دی نه ج  خطx y+  هن .  دایره یا قطع نمی  1=

)Oا  یا بنریس   ه  مرهز آن معادل  دایره , )−1 xو بر خط    1 y− + =3 4 3  مماس باش . 0

 ایره تا خط داده ش ه برابر شعاع دایره است:فاصل  مرهز د

( ) ( )
d

O( , )
(x ) (y )

r

− − +
= = =

+

−
→ − + + =

=

2 2

2 2

3 1 4 1 3 10
2

53 4

1 1
1 1 4

2

 

xا  یا بنریس   ه  خطرط  معادل  دایره y+ xو  1= y− = xشامل قطرهایی از آن برده و خط    3 y+ = −4 3  بر آن مماس باش .   5

 داده ش ه، همان مرهز دایره است:محل تقاوع خطرط  

x y x
O( , )

x y y

+ = =  
→ → − 

− = = −  

1 2
2 1

3 1
 

 از ورفی فاصل  مرهز دایره تا خط مماس بر دایره با شعاع دایره برابر است:

( ) ( )
r

+ − +
= = =

+2 2

4 2 3 1 5 10
2

54 3
 

 دی نه ج  معادل  دایره برابر است با:

(x ) (y )− + + =2 22 1 4 
 

,C(Oدو دایره  r)  وC (O , r )    المرکزین( برابر  کند )خطخطی که مرکزهای دو دایره را به هم وصل می را در نظر بگیرید؛ اگر اندازه پارهd  :باشد، داریم 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  توجه شود که اگرd  مرکز خواهند بود. باشد دو دایره هم  0=

   برای تشخیص وضعیت دو دایرهC(O, r)    وC (O , r )   کنیم: مراحل زیر را طی می ؛ 

 آوریم. دست می ( ابتدا مختصات مرکز و اندازه شعاع هر دو دایره را به ۱
dکزین دو دایره  المر ( سپس طول خط۲ OO=  آوریم.  دست می را نیز به 

r)( در نهایت ۳ r )+  وr r−  ها را با اندازه  را نیز محاسبه کرده و آنd OO=  کنیم. مقایسه می 

  
   

d r r − d r r= − r r d r r −   + d r r= + d r r + 

 دو دایره مماس بیرون  دو دایره متقاطع  دو دایره مماس درون  دو دایره متداخل 
دو دایره بیرون هم  

 )متخارج( 
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x)وضع ت دو دایره   ) y− + =2 21 xو   1 (y )+ − =2 21  یا نسبت ب  ه  مشخص هن  . 1

 هن  : ابه ا مرهز و شعاع هر دو دایره یا مشخص می

O( , )
(x ) y

r

O ( , )
x (y )

r


− + = → 

=


+ − = → 

 =

2 2

2 2

1 0
1 1

1

0 1
1 1

1

 

rحال فاصل  دو مرهز یا ب  دست آویده و آن یا با   r+  وr r−  هن  : مقایس  می 

ان    دو دایره مهقاوع

OO

r r r r OO r r

r r

  =


   + = → −   + →


− =

2

2

0

 

)Oا  یا بنریس   ه  مرهز آن معادل  دایره , )0 xباش  و با دایره ب  معادل     1 y x y+ − + + =2 2 8 4 16  مماس داخل باش .    0

xازه شعاع دایره  ابه ا مخهصات مرهز و ان  y x y+ − + + =2 2 8 4 16  هن  :یا پ  ا می 0

O ( , )

r

 −

 =

4 2

2
 

 آویی :دست میحال فاصل  مرهز دو دایره یا ن ز ب 

OO = + =2 24 3 5 

rدان   ه  دو دایره مماس داخل هسهن ، پس: می r OO − = 

r r
r

r r

− = → =
− = → 

− = − → = − ¡¡—

2 5 7
2 5

2 5 3
 

 بنابراین معادل  دایره مریدنظر برابر است با:

O( , )
(x ) (y ) x (y )

r


→ − + − = → + − =

=

2 2 2 20 1
0 1 49 1 49

7
 

 

F (Fو   Fها از دو نقطه ثابت  بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فاصله آن 
های بیضی هستند(، مقدار ثابتی است که این مقدار  کانون  Fو   

 است.  a2ثابت برابر 

 
 
 
 
 
 
 
 

AFان . اگر  ها  ب ضیهانرن Fو  Fمطابق شکل یو  ب ضی و نقاط    Bو  Aدو نقط    BF  ان .  مراز   BFو  AFخط  باش  ثابت هن   ه  دو پایه =

 

MF MF a+ =2 
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 هن  :ها  ب ضی وصل مییا ب  هانرن  Bو  A: نقاط  اسخپ

 
 یو  ب ضی قرای داین  پس بناب  تعریف ب ضی:   Bو  Aنقط   

AF BFAF AF a
AF BF

BF BF a

=+ =
⎯⎯⎯⎯⎯→ =

+ =
¾ ± Fv¶ƒo 

2

2
 

AFان ، پس: یو مراز ها  یوب الاضلاع ضلعدان   ه  دی هر مهراز الاضلاع است و میمهراز  AFBFبنابراین چهایضلعی   BF 

Aها  ب ضی هسهن ، ثابت هن   هانرن Fو  Fدو سر قطر بزیگ و نقاط   Aو   Aیو نقاط  دی ب ضی یوب  F AF  = 

 
 یو  ب ضی قرای داین  و بناب  تعریف ب ضی دایی :  Aو  Aحل: نقط   

A F A F a

AF AF a

A F A F AF AF A F (A F FF ) AF (AF FF ) AF A F

  + =


 + =

           → + = + → + + = + + → =

2

2 

 تر از ورل قطر بزیگ ب ضی است.  بزیگ  Fو  Fها   از هانرن Mا  ب رون ب ضی باش  ثابت هن   ه  مجمرع فراصل نقط   نقط  Mاگر  

 
DF یو  ب ضی قرای داید و بناب  تعریف ب ضی، دایی :   Dقطع هن ، نقط    Dهن   تا ب ضی یا دی نقط   ها  ب ضی وصل میب  هانرن M: از نقط   پاسخ DF a+ =2 

 دایی :   MDFحال بنابر نامساو  مثلثی دی مثلث  

 
DF

MF a

MD MF DF DF MD MF DF DF MF MF a
+

    +  ⎯⎯⎯→ + +  + → + 

2

2 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

34 
 

 

( ) AA aOA OA a

OB OB b               BB b

OF OF c FF c

 = == = 


 • = = • = = 
 

 = = = = 

2

2

2

Âº ¼º I¨ o‰¤ ©nqM o‰¤

Âº ¼º I¨¾±‚I 

 

BF BF B F B F a   • = = = = 

a(     OBFالزاویه  )با توجه به مثلث قائم b c• = +2 2 2 

a c=    فاصله یک کانون تا دورترین رأس   +

a c=   ترین رأس   فاصله یک کانون تا نزدیک   −



c( مقدار  ۱

a
 دهیم.نمایش می  eنامیم و معمولًا آن را با حرف را خروج از مرکز بیضی می  

)است  ۱و  ۰ه خروج از مرکز بیضی بین ر ( هموا۲ e ) 0 1 

c( هرچه نسبت ۳
e

a
 شود.تر می خط نزدیکشود و به عبارتی شکل بیضی به پاره تر میتر باشد شکل بیضی کشیده نزدیک  ۱تر و به بزرگ  =

c( هرچه نسبت  ۴
e

a
 تر خواهد بود. تر باشد شکل بیضی به شکل دایره نزدیک صفر نزدیک  تر و بهکوچک  =

اسدت. اگر خطی ه  دی   ۴برابر   Aو  Oاز هر دو نقط    Fمنطبق هسدهن  و فاصدل     yو  xمرهز ب ضدی مقابل بر مب   مخهصدات و قطرها  آن مانن  شدکل بر محریها   

 دست آویی .  ب   یا Dقطع هرده باش  مخهصات نقط    Dای  ب ضی یا دی نقط   عمرد هرده  AAبر   Fنقط   

 
FOدان   : میپاسدخ FA= = )Fب  صدریت    Fاسدت. پس مخهصدات نقط     4 , )4 ب  صدریت   Dورل برابر  داین  پس مخهصدات نقط    Dو   Fاسدت و چرن نقاط   0

D( , )4   .است 

 یو  ب ضی است پس:  Dاز ورفی نقط   

( )

DF DF a ( )

OA a OF FA a a a DF DF

+ =

= → + = → + = → = ⎯⎯→ + =
1

2 1

4 4 8 16
 

 دایی : DFFب  همک قض   ف ثاغریس دی مثلث  

 قطرهرچک
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DF FF DF
( DF) FF DF

DF DF DF DF

  = +
→ − = +

 + = → = −

2 2 2
2 2 216

16 16
 

OFدان   می OF = = FFاست، پس:    4 =  دی نه ج : 8

( DF) DF DF DF DF DF

DF

− = + → − + = + → =

→ = → =

2 2 2 216 64 256 32 64 32 192

6 6
 

)D برابر است با:   Dپس مخهصات نقط    , )4 6 

OAدی شکل مقابل، اگر   a= ،OB b=  وOF c=   :  باش  ثابت هنa b c= +2 2 2 

 

BFقرای داید دی نه ج :   FFخط  یو  عمردمنصف پایه B: نقط   پاسخ BF=     (۱) 

 از ورفی فاصل  هر نقط  یو  ب ضی از دو هانرن برابر است با قطر بزیگ ب ضی:

( )
BF BF a BF BF a + = ⎯⎯→ = =

12 
 دایی :   BOFحال بناب  یابط  ف ثاغریس دی مثلث 

OF OB BF c b a+ = → + =2 2 2 2 2 2 

 واح  است.   ۴ا  قرای داید ه  فاصل  آن تا مرهز ب ضی برابر  واح  ب  گرن  ۶و   ۱۰یو  ب ضی ب  اقطای   Mنقط   

 

 الزاوی  است.قائ  MFFالف( نشان ده   مثلث  

MFها  ب ضی و هانرن  Fو   Fیا ب اب   )  MFب( ورل  MF  ) 

 : الف(پاسخ

a a
a b c c

b b

= → =
→ = + → =

= → =

2 2 22 10 5
4

2 6 3
 

MO)یو است  ، م ان  واید بر یک ضلع نصف ضلع یوب MFFدی مثلث   FF )= =
1

4
2

 الزاوی  است.  قائ  MFFدی نه ج  مثلث    

 ب(  

MF MF a MF MF

MF MF FF MF ( MF) MF

 + = = → = −

 + = → + − = → = −2 2 2 2 2 2

2 10 10

10 8 5 7
 

و خروج از مرهز آن   ۱۶)قطر بزیگ( برابر با   AAاگر دی یک ب ضی ورل  
3
4

 دست آویی .  ترین هانرن یا ب تا نزدیک Aباش ، فاصل  ی س   

ac
c

a

=
= ⎯⎯⎯→ =

83
6

4
 

AF a c= − =  ترین هانرن تا نزدیک A: فاصل  ی س   2

 است.  ۶و  ۱۰دی یک ب ضی افقی ب  مرهز مب   مخهصات، ورل قطرها برابر  

 الف( خروج از مرهز ب ضی یا ب اب  :

a a c
a b c c e

ab b

= → =
→ = + → = → = =

= → =

2 2 22 10 5 4
4

52 6 3
 

F)ها  ب( مخهصات هانرن ,F)  مخهصات دو سر قطر بزیگ ،(A ,A)    و دو سر قطر هرچک(B , B)   دست آویی .یا ب 
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F( , ) A( , ) B( , )

F ( , ) A ( , ) B ( , )

    
  
  − − −    

4 0 5 0 0 3

4 0 5 0 0 3
 

 چن  دیج  است؟   FBFˆاگر دی ب ضی ورل قطر بزیگ دو برابر ورل قطر هرچک باش ، ان ازه زاوی   

 
 :پاسخ

 

a b c a b b b b c b

OF c b
tan B B

OB b b

ˆFBF

= → = − = − = → =

= = = = → = 

 =   = 

2 2 2 2 2 2

1 1

2 4 3 3

3
3 60

2 60 120

 

 

 کند.  های بیضی اشعه نوری بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاس نور از کانون دیگر بیضی عبور می ای باشد و از یکی از کانون اگر بدنه داخلی یک بیضی آینه 

  Fبر ب ضدی مماس باشد  و سدپس از نقط    Mا  یسد  هن   ه  دی نقط یا ب  گرن  dان . خطمشدخص شد ه  Fو  Fها یو  ب ضدی و هانرنMدی شدکل مقابل نقط 

NFقطع هن . ثابت هن  :   Nا  مانن یا دی نقط  dیس  هن   تا خط   MFخطی یا مراز  با   MF = 

 

 

 

MF: مجمرع  پاسخ MF+  ترین مس ر: ترین مق ای است و بناب  خاص ت هرتاههˆ ˆM M=1 2       (۱) 

MFاز ورفی   NF  وd   : مریب است دی نه جˆ ˆN M= 1        (۲ ) 

MNF MF NF


  → )الساق ن  مهساو  = ) , ( ) ˆ ˆN M⎯⎯⎯⎯→ = →
1 2

2 
 

 نقطه ثابت غیرواقع بر آن خط در آن صفحه به یک فاصله باشند.   سهمی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و یک
 

F

A

AF a , (a )

=


=


= = 

Âµ¿w·¼º I¨

Âµ¿wtCn

Âº ¼º I¨ ¾±‚I  0

 

 
 

  :طبق تعریف سهمی، داریمMT MF= 
  :فاصله کانون سهمی از خط هادی برابر است باFH a= 2 

   .فاصله رأس سهمی از کانون، با فاصله رأس سهمی تا خط هادی، برابر استAH AF a= = 
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)Aدر یک سهمی، اگر نقطه  , )   رأس سهمی و فاصله رأس سهمی تا کانون سهمی برابر  a   :باشد، داریم 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 وجود دارد.  x2وجود دارد ولی در معادله سهمی قائم، y2در معادله سهمی افقی،  توجه:

Axاگر معادله سهمی به صورت   Bx Cy D+ + + =2 Ayیا  0 By Cx D+ + + =2  باشد برای استاندارد کردن این معادلات، داریم:  0

 و طرف معادله بر ابتدا با تقسیم کردن دA ضریب ،x2   یاy2   بریم.  را از بین می 

   جنس به طرف دیگر معادله منتقل کرده و معادله را به صورت  عدد ثابت را به همراه متغیر غیرهمx ax by c+ = − yیا    2− ay bx c+ = −  کنیم. تبدیل می   2−

  طرف اول معادله را به صورت مربع کامل نوشته و عدد
a2

4
 کنیم. وی اضافه می را به طرف دیگر تسا 

 گیریم.  از ضریب متغیر درجه یک در طرف دوم تساوی فاکتور می 

yمعادل  یک سهمی ب  صریت   y x− + + =2 6 16 25  ها  مهعایف تب یل هن  . داده ش ه است آن یا ب  یکی از حالت 0

 سهمی افقی  

 رو به چپ  رو به راست  

 

  

 معادله سهمی 
(y ) a(x )− = −2 4 (y ) a(x )− = − −2 4 

x معادله خط هادی a=− x a= + 

)F مختصات کانون   a , )+  F( a , )−  

 
 سهمی قائم 

 رو به پایین   رو به بالا  

 

  

 معادله سهمی 
(x ) a(y )− = −2 4 (x ) a(y )− = − −2 4 

y معادله خط هادی a=− y a= + 

)F مختصات کانون   , a) + F( , a) − 
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y y x

y y x (y ) x

(y ) (x )

− = − −

− + = − − + → − = − −

→ − = − +

2

2 2

2

6 16 25

6 9 16 25 9 3 16 16

3 16 1

 

)Aمعادل  سهمی یا بنریس   ه    , )1 )Fی س و  2 , )−1  هانرن آن باش  و سپس معادل  خط هاد  آن یا ب اب  .    2

aبا ترج  ب  جایگاه ی س و هانرن این سهمی دی دسهگاه مخهصات، سهمی یو ب  پای ن برده و   =   :  است. دی نه ج 4

(x ) (y )− = − −21 16  : معادل  سهمی  2

y =  : معادل  خط هاد   6

)Aمعادل  سهمی یا بنریس   ه    , )2 xی س آن برده و معادل  خط هاد  آن   3 =  باش .   3

 د ، سهمی افقی و دهان  آن ب  سمت چپ است.با ترج  ب  جایگاه ی س سهمی و معادل  خط ها

aدی این سهمی    برده و معادل  آن برابر است با:   1=

 (y ) (x )− = − −23 4 2 

  دست آویی :دی این سؤال، مخهصات هانرن سهمی یا ب 

F ( a , ) ( , ) ( , )= −  = − =2 1 3 1 3 

 ها یا حساب هن  .دی این سؤال، مخهصات محل برخرید سهمی با محری ورل 

( , )= −
1
0

4
yها  محل برخرید با محری ورل

(y ) (x ) x
=

− = − − ⎯⎯⎯→ = − →
02 1

3 4 2
4

 

yسدهمی   x= −2 4 دل  دایره یا بنریسد   و سدپس مخهصدات نقاط برخرید دایره و هن  ، معاا  یسد  میواح  دایره ۳مفروض اسدت. ب  مرهز هانرن سدهمی و ب  شدعاع    4

 سهمی یا ب اب  .

x

A( , )

y (x ) a

F( , )

y x
(x ) y x x

y x x






= − → =



 = −
− + = → → =  ⎯⎯⎯→ =

 = − + +

2

2
12 2

2 2

1 0

4 1 1

2 0

4 4
2 9 3 3

4 5

 

M( , )

M ( , )




 −

3 2 2

3 2 2
 : مخهصات نقاط برخرید  

یا   dای  تا خط  یو  سدهمی وصدل هرده و امه اد داده Mب  نقط  دلخراه   Fیسد  شد ه اسدت. از هانرن   dو خط هاد    Fو هانرن   Aیو سدهمی با ی س  دی شدکل یوب 

ای . ثابت هن   عمرد هرده dیا بر    M ،MTقطع هن  و از نقط     Nدی 
FN NT

FA TH
=
2

 

 یوش اول:

MFبناب  تعریف سهمی   MT=   است پس مثلثMFT   الساق ن است:  مهساوˆ ˆMTF TFM=      (۱) 

FHاز ورفی بناب  خطرط مراز    MT   و مریبFT شرد: نه ج  میˆ ˆMTF TFH=       (۲) 

 دایی : FHNحال بناب  قض   ن مساز دی مثلث    ،ن مساز است TFشرد ه   ( نه ج  می۲( و )۱از )

FH FANF NT NF NT NF NT

FH TH FA TH FA TH

= 
= ⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯→ =

2 2 2
2
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 یوش دوم:

FHدان   می MT    است لذا با ترج  ب  قض   تالس دی مثلثNHF: دایی ، 

FH FA

MT MF

NM NT

NF NT NF NTMF TH

FA TH FA THMT NM NF NM

FH NF FH MF

= 

=


= 

⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯→ =
= ⎯⎯⎯⎯→ =


2 2 2
2

 

 

 باشد فاصله کانونی آن برابر است با:   hو عمق )گودی( آن برابر   b2اگر قطر دهانه یک دیش مخابراتی برابر 

  

                                                                                                                                      
b

h
=

2

4
  فاصله کانونی

 
 

 دست آویی . واح  مفروض است فاصل  هانرنی این دیش یا ب  ۹عمق(  واح  و گرد  ) ۶۰ا  ب  قطر  دی یک دیش مخابراتی ب  شکل سهمر  با دهان  دایره

b bb
a ,

h h

( )
a

= → =
= 

=

= =


2

2

2 60 30

4 9

30
25

4 9

 

 

 جهت باشند. اندازه و همرا مساوی )همسنگ( گوییم هرگاه هم bو   a( دو بردار مساوی )همسنگ(: دو بردار  ۱

a( طول هر برداری مانند  ۲ (a ,a ,a )= 1 2  برابر است با:  R3در  3

a a a a= + +2 2 2
1 2 3

  

a( جمع و تفاضل دو بردار  ۳ (a ,a ,a )= 1 2 bو   3 (b ,b ,b )= 1 2  برابر است با: 3

a b (a b ,a b ,a b ) =   1 1 2 2 3 3
 

A( اگر  ۴ (x , y ,z )= 1 1 Bو   1 (x , y ,z )= 2 2  دو نقطه در فضا باشند:   2

AB B A (x x , y y ,z z )

AB (x x ) (y y ) (z z )

 = − = − − −


 = − + − + −

2 1 2 1 2 1

2 2 2
2 1 2 1 2 1

 

a( اگر ۵ (a ,a ,a )= 1 2  برداری در فضا باشد، بردار قرینه آن برابر است با:  3

a ( a , a , a )− = − − −1 2 3
 

 برابر است با:  aدر بردار   rضرب  ، حاصل r( برای هر عدد حقیقی ۶

ra r(a ,a ,a ) (ra , ra , ra )= =1 2 3 1 2 3
 

 ( خواص جمع بردارها: ۷
a b b a

a (b c) (a b) c

a ( a) ( a) a o

a o o a a

r(a b) ra rb

(r s)a ra sa

(rs)a r(sa)

• + = +

• + + = + +

• + − = − + =

• + = + =

• + = +

• + = +

• =
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(r  قدرمطلق ،r          )است b ra b r a• = → = 

 

 
 بردارهای یکه محورهای مختصات: ( ۸

i ( , , )

j ( , , )

k ( , , )

 = →



= →


= →

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 

a( هر بردار مانند  ۹ (a ,a ,a )= 1 2 iتوان به صورت ترکیبی از بردارهای یکه را می  3
  ،j   وk  .بیان کرد 

a (a ,a ,a ) a i a j a k= = + +1 2 3 1 2 3
 

aورل بردای   ( , , )= −0 3  دست آویی .یا ب  4

a x y z ( )= + + = + − + = =2 2 2 2 2 20 3 4 25 5 

aاگر   ( , , )= −1 2 bو   1 ( , , )= −0 2 aباش  ورل بردای   1 b−2  دست آویی .یا ب 

a b ( , , )

a b

− = −

− = + + = =

2 2 2 1

2 4 4 1 9 3
 

)Aنقاط   , , )3 1 )Bو  2 , , )−3 2  ان .مفروض R3دی   2

 دست آویی .یا ب  ABخط  الف( ورل پایه

 یا بنریس  .    ABخط  ب( معادلات مربرط ب  پایه

 حل: الف(

AB ( ) ( ) ( )= − + − − + − =2 2 23 3 2 1 2 2 3 

 ب(  

x

y

z

=

−  


=

3

2 1

2

 

aاگر   i j k= + −3 bو   2 ( , , )= −3 1 rو  1 = rbباش ، بردای   2 a−   دست آویی .یا ب 

a ( , , )

rb a b a ( , , ) ( , , ) ( , , )

= −

− = − = − − − = −

3 2 1

2 6 2 2 3 2 1 3 0 1
 

aو ورل بردای   b−2 :  یا اگر بخراه 

a b− = + + =2 9 0 1 10 
 

aاگر   (a ,a ,a )= 1 2 bو    3 (b ,b ,b )= 1 2 نمایش داده و به صورت زیر تعریف   a.bرا با نماد    bدر    aباشند در این صورت ضرب داخلی    R3دو بردار در    3

 کنیم:  می 

a.b a b a b a b= + +1 1 2 2 3 3
 

  :چند رابطه مهم 

 هابردای یک  دی جهت محری ورل

 هاایتفاع بردای یک  دی جهت محری

 هاعرضبردای یک  دی جهت محری 



 

41 
 

 ها باشد در این صورت، داریم: زاویه بین آن  دو بردار و   bو   a( اگر ۱

a .b
cos

a b
 = 

 توان نتیجه گرفت که: این رابطه می  از 
   اگر دو بردارa   وb جهت باشند، داریم: با هم موازی و هم a.b a b= 

   اگر دو بردارa   وb جهت باشند، داریم:  با هم موازی و غیرهم a.b a b= − 

   اگر دو بردارa    وb  :بر هم عمود باشند، داریم a.b =0 

a.b   شوارتز: ( نامساوی کشی۲ a b 

aدر اینجا منظور از  توجه: .b قدرمطلق مقدار ،a.b  .است 

 اثباتشو هم ببین: 

a .b a b cos a b cos=  =  

cosدانیم که  می  1  :است پس 

a.b a b 

aبردایها    ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1  دست آویی .یا ب   bو  aیا دی نظر بگ ری . زاوی  ب ن دو بردای   0

a .b

a .b
a cos

a b

b


= + + =




= →  = = = = →  = 

 =


2 1 0 3
3 1 2

3 45
23 2 2

2

 

aیا چنان ب اب   ه  دو بردای   mمق ای   ( ,m, )= −2 bو  1 (m , , )= +1 3  بر ه  عمرد باشن .   2

a b a.b (m ) m m⊥ → = → + + − = → =0 2 1 3 2 0 0 
 

a.b جایی دارد. خاصیت جابه  bو  a( ضرب داخلی دو بردار  1 b.a= 

a.(b پذیری دارد. ( ضرب داخلی بردارها خاصیت توزیع 2 c) a.b a.c =  

a ( ضرب داخلی هر بردار در خودش برابر است با: 3 .a a=
2 

4 )a .o o.a= =0 

 ( امکان حذف در ضرب داخلی بردارها برقرار نیست به عبارت دیگر: 5

a.b a.c=  b c= 

 داریم:  kو   i ،j( برای بردارهای  6

i . j j .k k. i

i . i j . j k .k

 = = =


= = =

0

1
 

 ( اتحادها: 7

a b a b a .b

(a b).(a b) a b

a b c a b c a .b b.c c.a

 = + 

+ − = −

+ + = + + + + +

2 22

22

22 2

2

2 2 2
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aبا این ویژگی ه     ۳و  ۲و   ۱ها  ترت ب با ورلبردایهایی باشن  ب  cو  bو   aاگر   b c o+ + a.b، مق ای ع د  عبایت  = b.c c.a+  دست آویی .  یا ب  +

a b c o a b c (a .b b.c c.a)

(a .b b.c c.a) (a .b b.c c.a)

+ + = → + + + + + =

→ + + + + + = → + + = −

2 22 2 2 2 0

1 4 9 2 0 7
 

 

ab

 شود: به صورت زیر تعیین می  bبر امتداد بردار  aبردار تصویر قائم 

a .b
a rb b

b

 = =
2

 

aتصریر قائ  بردای   ( , , )= −2 1 bیا بر امه اد بردای   2 ( , , )= −1 1  ب اب  .   0

a .b ( )( )

b ( )

=  + − − +  =

= + − + =2 2 2

2 1 1 1 2 0 3

1 1 0 2
 

a .b
a b ( , , ) ( , , )

b

 = = − = −
2

3 3 3
1 1 0 0

2 2 2
 

aاگر   ( , , )= −1 3 bو   4 ( , , )= −3 4 cو  2 ( , , )= −1 1 bبر امه اد   aگاه تصریر قائ  بردای  باشن ، آن 4 c+  دست آویی .  یا ب 

b c ( , , )

a .(b c)
a (b c) ( , , )

(b c)

+ = −

+
 = + = −

+
2

2 3 6

35
2 3 6

49
 

aس  بردای   i j k= + −2 bو  3 i k= cو   + ( , , )= 0 2  یا دی نظر بگ ری : 1

 یا ب اب  .   cosباش ،   برابر با   bو   aالف( زاوی  ب ن دو بردای  

bبر    aب( تصریر قائ  بردای   c−  دست آویی .  یا ب 

 حل الف(  

a ( , , ) a .b
cos

a bb ( , , )

= −
→  = = =

=

2 3 1 1 1

14 2 2 71 0 1
 

 حل ب(

d b c ( , , )

a .d
a d ( , , )

d

= − = −

 = = − −
2

1 2 0

4
1 2 0

5
 

 

aاگر  (a ,a ,a )= 1 2 bو   3 (b ,b ,b )= 1 2 aرا با نماد  bو    aدو بردار باشند، ضرب خارجی   3 b  کنیم: دهیم و به صورت زیر تعریف می نمایش می 

i j k
a a a a a a

a b a a a i j k
b b b b b b

b b b

(a b a b ,a b a b ,a b a b )

 = = − +

= − − −

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

 

   :چند رابطه مهم 
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aها باشد اندازه بردار  زاویه بین آن  دو بردار غیرصفر و  bو   a( اگر 1 b  :برابر است با 

a b a b sin =  

 توان نتیجه گرفت که: از این رابطه می 
  اگر دو بردار غیرصفرa  وb   :با هم موازی باشند، داریم a b =0 

  اگر دو بردار غیرصفرa  وb  :بر هم عمود باشند، داریم a b a b = 

aشود برابر است با: ساخته می  bو   aالاضلاعی که توسط دو بردار غیرصفر  ( مساحت متوازی 2 b 

aشود برابر است با: ساخته می  bو   a( مساحت مثلثی که توسط دو بردار غیرصفر  3 b
1
2

 

 گاه رابطه مقابل )اتحاد لاگرانژ( برقرار است:  دو بردار غیرصفر باشند آن  bو  a( اگر 4

( )a b (a .b) a b + =
22 2 

aوری  ه   ان  ب مفروض bو  aدو بردای   = bو  6 = aدیج  است مق ای عبایت   ۳۰ها  و زاوی  ب ن آن  4 b2  .  یا محاسب  هن 

a b a b sin ( )( )( ) =  = =
1

2 2 30 2 6 4 24
2

 

aوری  ه   ان  ب مفروض bو   aبردایها    = bو   3 = aو  26 b =  یا محاسب  هن  .  a.b. مق ای  72

a b a b sin sin sin cos

a .b a b cos ( )

 = → =   →  = →  = 

=  =    = 

12 5
72 3 26

13 13

5
3 26 30

13

 

 یوش دوم: 

( )a b (a .b) a b ( ) (a .b) ( )

(a .b) ( ) ( ) (a .b)

 + = → + = 

→ =  − = → = 

22 2 2 2 2

2 2 2

72 3 26

3 26 72 900 30

 

aبا ه  مراز  هسهن  اگر و فقط اگر   bو   aثابت هن  : دو بردای غ رصفر   b =0 

a b o a b o a b sin =   =   =0 

aدان   ه   می 0  وb 0 :است پس 

sin a b
 =

 =  
 = 

0
0 

a.bو   ۶و   ۴ترت ب  ب  bو   aاگر ورل بردایها     دست آویی . یا ب   bو  aباش ، مساحت مثلث بناش ه ترسط دو بردای   12=

a.b
cos

a b


 = = = → =



12 1
4 6 2 3

 

 یوش اول:

S a b a b sin =  =  =    =
1 1 1 3

4 6 6 3
2 2 2 2

 

 یوش دوم:
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( )a b (a .b) a b a b ( ) ( )

a b

S a b

 + = →  + = 

→  =

=  = =

22 22 2 212 4 6

12 3

1 12 3
6 3

2 2

 

aدست آویی  ه  ترسط دو بردای  الاضلاعی یا ب مساحت مهراز  ( , , )= 3 2 bو   1 ( , , )= 2 0  آی .وجرد میب  1

S a b

i j k

a b i j k ( , , )

S a b ( ) ( )

= 

 = = − − = − −

=  = + − + − =2 2 2

3 2 1 2 4 2 1 4

2 0 1

2 1 4 21

 

 

توان نتیجه گرفت که بردار حاصل از ضرب خارجی دو بردار، بر  عمود است بنابراین می   bو    a، برداری است که بر هر دو بردار  bو    a( ضرب خارجی دو بردار  1

 صفحه شامل آن دو بردار نیز عمود است. به عبارت دیگر: 
 

                                    
a b a a .(a b)

a b b b.(a b)

  ⊥ →  =


 ⊥ →  =

0

0
    

 داریم:  kو  i  ،j( برای بردارهای  2

i j k i k j

j k i k j i

k i j j i k

  =  = −
 
 
 =  = − 

 
 =  = −  

 

r گاه: عددی حقیقی باشد، آن  r( اگر 3 a b r(a b) a rb =  =  

 داریم:  cو   a ،b( برای سه بردار  4

a (b c) a b a c

(a b) c (a c) (b c)

   =   


  =   

 

5 )a a o = 

6 )a b b a = −  

 ( امکان حذف در ضرب خارجی بردارها برقرار نیست به عبارت دیگر: 7

a b a c =   b c= 

iباشن ، حاصل   R3بردایها  واح  دی   kو   i ،jاگر   .( j k)  دست آویی .یا ب 

i .( j k) i .(i ) i = = =
2

1 

aبردایها    ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1  پ  ا هن  .  bو   aیا دی نظر بگ ری . بردای  عمرد بر دو بردای   0

aدان   ه  بردای  می b  بر هر دو بردای ،a  وb  ها( عمرد است، پس: )و همچن ن بر صفح  شامل آن 
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i j k

a b i j k ( , , ) = − = + − = −

−

2 1 2 2 2 2 2 1

1 1 0

 

aس  بردای   ( , , )= 2 3 bو  1 ( , , )= −1 1 cو   0 ( , , )= −2 1 aان . بردای  عمرد بر دو بردای  مفروض 2 b+   وc  دست آویی .  یا ب 

aبردای  عمرد بر دو بردای   b+  وc   :برابر است با(a b) c+  

a b ( , , )

c ( , , )

i j k

(a b) c i j k ( , , )

+ =

= −

+  = = − + − = − −

−

1 4 1

2 1 2

1 4 1 9 4 7 9 4 7

2 1 2

 

 

 دست آوردن مساحت آن مثلث به کمک ضرب خارجی، داریم: اگر مختصات سه رأس از مثلثی را در اختیار داشته باشیم برای به 
 

                                              
ABC

AB AC

S BA BC

CA CB









= 






1
2

1
2

1
2

   

Aاگر   ( , , )= −1 2 Bو   0 ( , , )= −1 0 Cو  1 ( , , )= −0 1  دست آویی .  یا با اسهفاده از ضرب خایجی بردایها ب  ABCباشن ، مساحت مثلث   ABCس  ی س مثلث   1

AB B A ( , , )

AC C A ( , , )

i j k

AB AC i j k ( , , )

= − = − −

= − = −

 = − − = − − − = − − −

−

2 2 1

1 3 1

2 2 1 5 3 4 5 3 4

1 3 1

 

Sدان   ه  مساحت مثلث مریدنظر از یابط   می AB AC= 
1
2

 آی ، پس:دست میب   

AB AC

S AB AC

 = + + = =

=  =  =

25 9 16 50 5 2

1 1 5 2
5 2

2 2 2

 

 

aاگر  (x , y ,z )= 1 1 bو   1 (x , y ,z )= 2 2 cو  2 (x , y ,z )= 3 3  شود: ها به صورت زیر تعریف میگاه ضرب مختلط آن سه بردار در فضا باشند آن  3

x y z

a .(b c) x y z

x y z

 =

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

a.(b c) b.(c a) c.(a b) =  =  
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 شود برابر است با:  ساخته می   cو   a ،bالسطوحی که توسط سه بردار غیرصفر  حجم متوازی 

 
Vعلامت قدرمطلق است(      ) a.(b c)=  

 

 

 

 

 

aس  بردای   ( , , )= 2 3 1 ،b ( , , )= −1 1 cو   0 ( , , )= −2 1  دست آویی .شرد یا ب ترل   می cو  bو   aالسطرحی ه  ترسط س  بردای  ان . حج  مهراز مفروض 2

V a.(b c) ( ) ( ) ( )=  = − = − − + − = − − − = − =

−

2 3 1

1 1 0 2 2 3 2 1 3 4 6 3 13 13

2 1 2

 

 

شده توسط این سه بردار برابر صفر است به عبارت دیگر اگر سه بردار  السطوح ساخته گاه حجم متوازی در یک صفحه قرار داشته باشند، آن   cو    a  ،bاگر سه بردار  

a ،b   وc  گاه داریم:  در یک صفحه قرار داشته باشند آن 

a.(b c) =0 

a.(bعکس این نکته نیز درست است، یعنی اگر  c)  در یک صفحه قرار دارند.   cو  a ،bگاه سه بردار باشد آن  0=

)aیا وری  تع  ن هن   ه  س  بردای   mمق ای   , , )−2 1 3 ،b( ,m, )−0 )cو   1 , , )−1 2  دی یک صفح  باشن .   3

a .(b c) m

( m ) ( )( ) ( m) m m m m

−

 = → − =

−

→ − − − + + − = → − + − = → = → =

2 1 3

0 0 1 0

1 2 3

2 3 2 1 0 1 3 0 0 6 4 1 3 0 3 3 1
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 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 

3دو ماتریس   Bو   Aالف( اگر   A)گاه عبارت  دلخواه باشند آن  3 B) A AB B+ = + +2 2  همواره برقرار است.  22

 شود. خط می ب( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد، بیضی تبدیل به یک پاره 

xپ( رابطه   y x y+ − − + =2 2 2 4 10  معادله یک دایره است.  0

iضرب خارجی  حاصل jو   iت( برای دو بردار واحد   j =  است.  0

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. 

الف( اگر  
a

A
 

=  
− 

8
3 4

 برابر ..................... است.  aپذیر نباشد، مقدار وارون  

نیز موازی نباشد و تنها یکی از دو نیمه مخروط را قطع کند، سطح حاصل    dعمود نباشد و با مولد    به محور    Pب( اگر صفحه  

 است.  ..................... یک 

 گذرد. می ..................... پ( در یک سهمی هر شعاع نوری که موازی با محور سهمی به بدنه سهمی بتابد، بازتاب آن از 

aداشته باشیم:   bو   aت( اگر برای دو بردار   .b a b=  در این صورت زاویه بین دو بردار ،a   وb  است.  ..................... برابر 

اگر  
x

A
z

 
=  
 

2 5
1

و   
x y

B
+ 

=  
− 

3 2
2 1

Aو   B=  باشد در این صورت حاصل(x y z)+  را بیابید.  +

ijAاگر   a


 =  3 3
ijکه   

i i j

a i j i j

j i i j

 − =


= − 
 − 


2 1

Bو   

 
 

= −
 
  

2 1 0

1 3 2
2 0 5

 باشد:  

Aالف( حاصل ماتریس   B  .را به دست آورید 

 را به دست آورید.  Bب( دترمینان ماتریس  

دستگاه 
x y

x y

− =


+ = −

2 3
2 6 4

 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  

دستگاه 
(m )x y m

x (m )y

− + =


+ + =

3 3
4 1 2

 دارای جواب منحصر به فرد است؟   mبه ازای چه مقادیر   

Aاگر  
 

=  
− 

0 2
1 0

Aباشد، ماتریس   
 را به دست آورید.  7

به یک فاصله بوده   Bو  Aای بیابید که از  یک نیست در صفحه مفروض است. نقطهکه شامل هیچ  dو خط   Bو  Aدو نقطه  

 متر باشد. سانتی   ۳به فاصله  dو از خط  

)Oای را بنویسید که  معادله دایره  , )0 xمرکز آن بوده و روی خط به معادله  1 y+ 2وتری به طول    2=  جدا کند.  2

)Aدر نقطه   , )2 xروی دایره   3 y x y+ − − =2 2 2 2  دست آورید. ایم، معادله این خط مماس را به مماسی رسم کرده  3

3اگر خروج از مرکز یک بیضی برابر 
5

دست  باشد، طول قطر بزرگ بیضی و فاصله کانونی آن را به  ۱۶و طول قطر کوچک آن  

 آورید. 
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  Mای مانند  ایم تا دایره را در نقطهرسم کرده  AAعمودی بر   Fمانند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون   Cقطر دایره  

 چک بیضی برابر است. با نصف قطر کو MFقطع کند. ثابت کنید 

 

yسهمی به معادله   y x− + + =2 2 8 9  ر نظر بگیرید: را د  0

 دست آورید. الف( مختصات رأس، کانون و معادله خط هادی سهمی را به 

 دست آورید. ب( نقاط برخورد سهمی با محورهای مختصات را به 

 پ( نمودار سهمی را رسم کنید. 

 سؤالات زیر پاسخ دهید. به 

Aای را بنویسید که از نقطه  الف( معادله صفحه ( , , )= 2 3  موازی باشد.  xoyبگذرد و با صفحه   4

ب( معادلات  
x

z

=


=

0
0

 مربوط به کدام محور است؟  

Rپ( در فضای  
Bها و نقطه  روی محور طول ۲به طول  Aنقطه   3 ( , , )= − −4 6  را بیابید.  ABاند. مختصات وسط  مفروض  3

aبردارهای   ( , , )= −2 0 bو   2 j k= +2  را در نظر بگیرید.  2

 دست آورید. را به  bو  aالف( زاویه بین دو بردار  

aب( تصویر قائم بردار   b+   را بر امتداد بردارb  دست آورید. به 

 a.b=0بر هم عمودند اگر و فقط اگر   bو   a، ثابت کنید bو   aبرای دو بردار غیرصفر  

aهای به طول  bو   aبردارهای   = bو   3 = aو اندازه ضرب خارجی   26 b =  bو   aاند. اگر زاویه بین دو بردار  مفروض  72

 دست آورید. باشد مقدار ضرب داخلی دو بردار را به  90کمتر از  

aالسطوحی که توسط سه بردار  حجم متوازی  ( , , )= −1 0 bو   1 ( , , )= 0 2 cو   2 ( , , )= −2 3  دست آورید. شود را بهتولید می 0

 موفق باشید. 
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 ( .پذیر باشن عبارت داده شده همواره برقرارهتعویض  Bو    A)اگه    ـ(  ۲۵/۰الف( نادرست )

 (  ۲۵/۰ب( درست )

   (  ۲۵/۰پ( نادرست )

 a b c+ − = + − = − 2 2 4 4 16 40 20 0   

                 ( ۲۵/۰ت( نادرست )

                   i j k = 

  ( ۲۵/۰)  ـ  ۶الف(  

  A a a a= →− − = →− = → = −0 4 24 0 4 24 6 

 (۲۵/۰ت( صفر )  ( ۲۵/۰پ( کانون سهمی )  (۲۵/۰ب( بیضی )

x

x x ( / )

x y y y ( / )

z ( / )

=


= → =





+ = ⎯⎯⎯→ + = → =


= −




3
2

3
2 3 0 25

2

2 5 3 5 2 0 25

2 0 25

 

 در نتیجه: 

x y z ( / )+ + = + − =
3 3

2 2 0 25
2 2

 

 نمره(   1)  الف(

( / )

A ( / )

A B

 
 

=
 
  

     
     

 = − =
     
          

0 5

0 1 2

1 3 1 0 5

2 1 8

0 1 2 2 1 0 3 3 12

1 3 1 1 3 2 1 10 11

2 1 8 2 0 5 19 5 42

 

  نمره(   ۵/۰)  ب(

  
( / )

B ( ) ( ) ( ) ( / )= − − + − =

0 25

2 15 1 9 0 6 39 0 25  
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( / )

//

A A A

B

x
X A B X ( / )

y

−

−

−   
= → = + = → =   

−   

 
=  

− 

=      
= → = = →      

− − − = −      

1

0 25

1

0 250 25

1 2 6 21
6 4 10

2 6 2 110

3

4

16 2 3 11
0 25

2 1 4 110 1

 

( / ) ( / ) mm
(m )(m ) ( / )

m m

− 
 ⎯⎯⎯→ − + −  ⎯⎯⎯→

+  −

0 25 0 25 53 3
0 3 1 12 0 0 25

4 1 3
 

در نتیجه:  m , − −5 3  (۲۵/۰  ) 

( / )

( / ) ( / )
( / )

A I

A (A ) A ( I) A

−     
= = = −     

− − −     

 
=  = −  = −  

− 

2

0 25

7 2 3 3

0 25 0 25
0 25

0 2 0 2 2 0
2

1 0 1 0 0 2

0 2
2 8

1 0

 

نامیم  می کنیم و آن را است این خط را رسم می  ABخط اند عمودمنصف پاره به یک فاصله Bو  Aمکان هندسی نقاطی که از دو نقطه  

( محل ۲۵/۰هستند )  dباشند که موازی  می  dو    dمتر هستند دو خط  سانتی  ۳به فاصله    d( مکان هندسی نقاطی که از خط  ۲۵/۰)

 جواب مسئله است.   با خط    dو   dبرخورد دو خط  

 ( ۲۵/۰را قطع کند، مسئله دو جواب دارد. )  dو    dدو خط   الف( اگر خط  

 (۲۵/۰شمار جواب دارد. )منطبق باشد مسئله بی  dیا    dبر یکی از دو خط    ب( اگر خط  

 (۰/ ۲۵را قطع نکند مسئله جواب ندارد. )  dو    dیک از دو خط هیچ  پ( اگر خط  

 

 

 

 

 

 »دو جواب«    »جواب ندارد«    شمار جواب« »بی 

 (۲۵/۰مسئله: )رسم حداقل یک مورد شکل برای  
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 کند.  را نصف می   AB، وتر  OHدانیم که عمود  کنیم و میاز مرکز دایره بر وتر عمود می 

( / )

x y
OH ( / )

OA OH AH OA ( ) ( ) r ( / )

(x ) (y ) ( / )

+ − + −
= = =

+

= + ⎯⎯⎯→ = + = =

− + − =

0 252 2 2 2 2 2 2

2 2

2 0 1 2 2
0 25

21 1 2

2 10
2 0 25

2 4

10
0 1 0 25

4

                                

)Oمرکز دایره برابر است با   , )1 1 

)Aشیب خط عمود بر دایره در نقطه   , )2  برابر است با:   3

AOm ( / )
−

= =
−

3 1
2 0 25

2 1
 

)Aشیب خط مماس بر دایره در نقطه   , )2  ، قرینه و عکس شیب خط عمود است، یعنی: 3

OA

m ( / )
m

−
 = = −

1 1
0 25

2
 

 معادله خط مماس بر دایره برابر است با:

y (x ) ( / )− = − −
1

3 2 0 25
2

 

( / )

c
e c a ( / )

a

b

a b c a a a ( / )

= = → =

=

= + → = + → =2 2 2 2 2

0 25

3 3
0 25

5 5

8

9
64 10 0 25

25

 

cدانیم که می a=
3
5

cاست، پس:     = 6  (۲۵/۰  ) 

 در نتیجه: 

a
( / )

c

= =


= =

©nqM o‰¤­¼Š

Âº ¼º I¨¾±‚I 

2 20
0 25

2 12
 

( / )

OM OA a ( / )

OMF : OF MF OM c MF a MF b ( / )


= =

+ = → + = → =2 2 2 2 2 2

0 25

0 25

0 25
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 الف( 

( / )

(y ) (x ) A( , ) ( / )− = − + → −2

0 25

1 8 1 1 1 0 25 

aدهانه سهمی به سمت چپ و   = 2 

xخط هادی:   =1  (۲۵/۰) 

)Fکانون سهمی:   , )−3 1  (۲۵/۰  ) 

)ها برابر است با:  xها برخوردی ندارد و مختصات نقطه برخورد سهمی با محور  yب( سهمی با محور   , )−
9
0

8
    (۲۵/۰) 

Bپ( برای رسم سهمی از نقاط کمکی   ( , )= −3 Bو    5 ( , ) = − −3  ( ۲۵/۰کنیم: )استفاده می   3

 ( ۲۵/۰رسم شکل: )

 

zالف(   =  (  ۲۵/۰ها )yب( محور     (۲۵/۰)  4

      پ(
A ( , , )

AB ( , , ) ( / )
B ( , , )

=
→ = − −

= − −
ˆw»RI‚Th¶

2 0 0 3
1 3 0 25

24 6 3
 

 الف( 

a .b ( , , ).( , , ) ( / )

a b ( / )

a .b
cos ( / )

a b

a b ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( / )

= − =

= =

 = = →  = 

+ = − + = −

2 0 2 0 2 2 4 0 25

2 2 0 25

1
60 0 25

2

2 0 2 0 2 2 2 2 4 0 25

 

 ب(

( / )

(a b).b
(a b) b ( , , ) ( , , ) ( / )

b

+
+ = = =

2

0 25

12
0 2 2 0 3 3 0 25

8
 

a

b
( / )

( / )
( / )

a .b a b cos cos ( / )





=   = ⎯⎯⎯→  =   =

0

0
0 25

0 25
0 25

0 0 0 0 25
2
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 روش اول:  

( / )
a b a b sin sin ( / ) cos ( / )

cos ( / ) a .b a b cos ( / )
 

 = ⎯⎯⎯→  = = →  = 


⎯⎯⎯⎯→  = → =  =

0 25

90

72 12 5
0 25 0 25

3 26 13 13

5
0 25 30 0 25

13

 

 روش دوم: 

( / )
a b (a.b) a b (a.b) ( / ) + = ⎯⎯⎯→ + = 

2 2 0 2522 2 2 2 272 3 26 0 25 

( / )
(a .b) (a .b) ( / ) (a .b) ( / )

 
= ⎯⎯⎯→ =  ⎯⎯⎯⎯→ =

0 25 902 900 30 0 25 30 0 25 

( / )( / )

(b c) ( , , ) ( / )

v a .(b c) ( , , ).( , , ) ( / )

 = −

=  = − − =

0 250 25

6 4 4 0 25

1 0 1 6 4 4 10 0 25 

 شود: آموز به صورت زیر حل کند نمره کامل داده  اگر دانش 

( / )

( / )

v a .(b c) ( / )

−

=  = =

−0 25

0 25

1 0 1

0 2 2 10 0 5

2 3 0

 

 موفق باشید. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


